Rozdzial 1

Opracowanie danych pomiarowych

Andrzej Zigba

Pomiary fizyczne moga by¢ dokonywane tylko ze skoiczona doktadnoscia. Powodem tego jest niedo-
skonato$¢ przyrzadéw pomiarowych i nieprecyzyjno$¢ naszych zmysiéw bioracych udziat w obserwacjach.
Podawanie samego tylko wyniku pomiaru jest niewystarczajace, opracowanie pomiar6w winno zawiera¢ takze
miarg ich wiarygodnosci, czyli niepewnos¢ pomiaru. Z potrzeby rozwiazania powyzszych probleméw po-
wstata teoria niepewnos$ci pomiaru (zwana wymiennie rachunkiem niepewnos$ci pomiaru). W tym opracowaniu
przedstawiono jej najwazniejsze rezultaty, ilustrowane przyktadami.

Teoria niepewnos$ci pomiaru nie jest $cista teoria fizyczna, lecz raczej przyblizonym matematycznym
opisem niedoskonatosci eksperymentu. Jej metody i rezultaty nie ograniczaja si¢ do fizyki, lecz sa takie sa-
me — lub bardzo podobne — dla wszystkich nauk dos§wiadczalnych. Migdzynarodowa spotecznos$é naukowa od
dawna dazyta do uzgodnienia terminologii i metod szacowania niepewnosci. Rezultatem jest dokument Guide
to Expression of Uncertainty in Measurement opracowany przez Migdzynarodowa Organizacj¢ Normalizacyj-
ng ISO w porozumieniu z szeregiem S§wiatowych organizacji naukowo—technicznych. W teks$cie niniejszym
dokument bedzie cytowany bedzie jako Przewodnik'. Jest najwazniejszym ale nie jedynym dokumentem mie-
dzynarodowej konwenciji dot. oceny niepewnosci pomiaru, okreslanej jako konwencja GUM?.

Uzywane nazewnictwo, symbolika i metody obliczania niepewnosci sg zgodne z zaleceniami Przewod-
nika. Najwazniejsze terminy wyrézniono w tekscie czcionka pogrubiona. Niektdre z nich réznia si¢ od na-
zewnictwa stosowanego w dotychczasowe;j literaturze (w tym w skryptach i publikacjach autora). Dla wygody
czytelnika i uniknigcia nieporozumienn podano na korncu tabelaryczne zestawienie terminéw wprowadzonych
przez Przewodnik i ich tradycyjnych odpowiednikéw.

Opracowanie stanowi zmodyfikowana wersje rozdzialu 1 skryptu pod redakcja A. Zigby, PRACOWNIA
FIZYCZNA Wydziatu Fizyki i Techniki Jadrowej AGH, Czes¢ I, Wydanie trzecie zmienione. Skrypt SU 1642,
stron 265, Wydawnictwa AGH, Krakéw 2002. Zrozumienie tresci zwiazanych ze statystyka matematyczna wy-
maga znajomosci tylko kilku elementarnych pojgé: zmienna losowa, jej rozktad prawdopodobiefistwa, rozktad
jednostajny (prostokatny), rozktad normalny (Gaussa), warto$¢ oczekiwana, odchylenie standardowe.

!Oficjalne thimaczenie polskie: Wyrazanie Niepewnosci Pomiaru. Przewodnik. Warszawa, Gtéwny Urzad Miar 1999.
27wigzta informacje na temat historii konwencji GUM i jej obecnego statusu mozna znalezé w internecie: http://physics.nist.
gov/Uncertainty
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1.1 Blad pomiaru i jego rodzaje

Do niedawna stowa ,,btad” i ,,niepewno$¢” byly uzywane wymiennie. Przewodnik wprowadza jasne roz-
graniczenie tych pojeé. W znaczeniu ilo§ciowym przez biad pomiaru rozumiemy réznic¢ migdzy wartoscia
Zmierzong x; i rzeczywista xo,

btad pomiaru = x; — xp (1.1)

Czynimy przy tym milczace zalozenie, ze warto$¢ rzeczywista istnieje. W praktyce warto$¢ rzeczywista
Xp mozna utozsamia¢ z wynikiem pomiaru wykonanego przy pomocy innej, znacznie doktadniejszej metody.

Zasadnicze znaczenie stowa ,,btad” jest jakosciowe, jako nazwa dla faktu, ze warto$¢ mierzona rézni si¢
od wartoSci rzeczywistej. Na przyktad, gdy chcemy wyrdzni¢ rézne rodzaje btgdu pomiaru. Rysunek 1.1 poka-
zuje na osi liczbowej wzajemna relacje migdzy wartoScia rzeczywista xg i szeregiem wartosci x; uzyskanych w
eksperymencie, ilustrujac trzy rodzaje btgdu pomiaru.

Rysunek 1.1: Wzajemna relacja warto$ci rzeczywistej xq i zbioru wynikéw pomiaru
(zaznaczonych kreskami) na osi liczbowej: a) dla btedu przypadkowego, b) dla btedu
systematycznego, c) dla kombinacji btedu przypadkowego i btedu grubego. Na rysun-
kach (c) i (a) pokazano w réznej skali, rezultaty liczbowe uzyte w przyktadach 1.1 i
1.2

a)

b)

c)

Przy bledzie przypadkowym obserwujemy rozrzut wynikow pomiaru wokét wartosci rzeczywistej (rys.
1.1). Wynik kolejnego pomiaru jest inny, przy czym wystgpuje w przyblizeniu taka sama szansa uzyskania
wynikéw tak wigkszych, jak i mniejszych od xg.

Jakie sa przyczyny statystycznego rozrzutu wynikéw pomiaru w fizyce klasycznej, gdzie wigkszo$¢ zja-
wisk jest opisywana przez prawa deterministyczne? Najczgsciej Zrodtem biedu przypadkowego jest niedoktad-
no$¢ i przypadkowos$¢ dziatania ludzkich zmystéw. Wykonujac kolejny pomiar czlowiek wykona go nieco
inaczej, stad powstanie statystyczny rozrzut wynikow. Na przykitad wyniki pomiaru czasu spadania kulki z
dwumetrowej wysokosci przy uzyciu stopera cechuje pewien rozrzut pomimo tego, ze sam stoper chodzi row-
no. Zrédlem statystycznego rozrzutu wynikéw pomiaru moga byé tez szumy generowane w samym ukladzie
pomiarowym i zakldcenia zewngtrzne. Tego typu przyczyny btedu przypadkowego wystgpuja raczej w pomia-
rach o wysokiej czutosci.

Z bledem systematycznym mamy do czynienia, gdy przy powtarzaniu pomiaru wystepuje ta sama réz-
nica migdzy warto§ciami zmierzonymi a wartoscia rzeczywista, natomiast rozrzut wynikéw poszczegélnych
pomiar6w jest niewielki lub nie wystgpuje w ogdle. Jezeli np. za pomoca omomierza zmierzymy warto$¢ opor-
nika wzorcowego (bedacego realizacja wartoSci rzeczywistej), to stwierdzimy wystgpowanie systematyczne;j
rdznicy, takiej samej przy kolejnym powtarzaniu pomiaru.



O bledzie grubym moéwimy, gdy réznica migdzy wynikiem pomiaru i wartoscia rzeczywista jest duza
Iub drastycznie duza. Btad gruby pojawia si¢ na skutek nieumiejetnosci uzycia danego przyrzadu, pomytek
przy odczytywaniu i zapisie wynikéw itp.

Z przypadkiem wystgpowania blgdu grubego w serii pomiaréw mamy do czynienia, gdy jeden z wynikow
odbiega znacznie od pozostatych. Przyktad 1.1 ilustruje dwa z najrézniejszych mozliwosci popetnienia btgdu
grubego.

Przykiad 1.1 Wahadto — btedy grube przy pomiarze okresu %
Integralng czeScia wykltadu rachunku niepewnosci pomiaru sa
przyktady. Wigkszos$¢ z nich (przyklady 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 1.6

i 1.7) dotycza jednego prostego eksperymentu: badania ruchu wa-

hadla prostego. Wahadlem prostym (lub: matematycznym) nazy-

wamy punkt materialny o masie m zawieszony na niewazkiej i nie-
rozciagliwej nici o dlugosci [ (rys. 1.2).

Praktyczna realizacja tego wyidealizowanego obiektu moze byé

np. metalowa kula zawieszona na zwyktej nici krawieckiej. Gdy

kat wychylenia © jest maly, okres wahadta Ty zalezy tylko od jego

dtugosdci [ i przyspieszenia ziemskiego g, I ®

)
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Rysunek 1.2: Wahadlo proste.

Dla zmierzenia okresu wahadta zastosowano sekundomierz z odczytem cyfrowym. Mierzono 9 razy czas trwa-
nia 50 okresoéw. Rezultaty spisano z okna przyrzadu w postaci liczb:

103,88 104,16 105,26 104,03 103,90 103,97 103,85 104,02 103,85 104,02 103,92

Obliczone na podstawie tych danych przyspieszenie ziemskie okazato si¢ trzy razy za male. Ekspery-
mentator spojrzat na sekundomierz i zrozumiat: pierwsza cyfra w oknie (jedynka) oznacza liczbe minut, czas
50 okreséw wyrazony w sekundach wynosi:

63,88 64,16 6526 64,03 63,90 63,97 63,85 64,02 63,92

Tak wykryto i poprawiono pierwszy btad gruby (powstaty w wyniku pomyiki przy zapisie liczb).

Przyjrzenie si¢ wynikom pokazuje, ze 8 liczb skupia si¢ w poblizu 64 sekund, ale trzeci wynik, 65,26 s,
jest o ponad sekundg wigkszy. Zaczynamy podejrzewac, ze zmierzyliSmy 51 okres6w zamiast 50. Upewnia nas
w tym przekonaniu fakt, ze rezultat 65,26 s r6zni si¢ od pozostalych o warto$¢ zblizong do jednego okresu.
Watpliwy rezultat odrzucamy.



1.2 Co to jest niepewnos¢ pomiaru?

TloSciowy opis jakiegokolwiek zjawiska rozpocza¢ musimy od zdefiniowania charakteryzujacych go
miar.

Btad pomiaru zdefiniowany wzorem (1.1) nie stanowi miary doktadno$ci metody pomiarowej, gdyz po-
dobny pomiar, ale wykonany innym przyrzadem, w innym czasie i miejscu, da inng warto$¢. Zatem x; jest liczba
losowa, ktérej wartoSci przewidziec si¢ nie da, podobnie jak nie mozna przewidzie¢ rezultatu rzutu kostka.

Ale o rezultatach rzutu kostka mozna wiedziec, ze zawieraja si¢ w szeregu liczb catkowitych od 1 do
6. Podobnie, celem rachunku niepewnosci jest chocby przyblizone oszacowanie rozrzutu wynikéw pomiaréw.
Przewodnik przyjmuje definicje:

Niepewnos¢ pomiaru jest zwiqzanym z rezultatem pomiaru parametrem,
charakteryzujqcym rozrzut wynikéw, ktory mozna w uzasadniony sposob
przypisac wartosci mierzonej.

Definicja sugeruje, ze mozliwe sa rézne miary niepewnosci. Dla okres§lenia niepewnosci pomiaru bezpo-
sredniego wykorzystujemy dwie miary: podstawowa jest niepewnos¢ standardowa u(x), druga miarg przydatng

w okreSlonych sytuacjach jest niepewno$¢é graniczna Ax.
W przypadku niepewnosci granicznej Ax staramy sig¢ okresli¢ przedziat

Xo—Ax < x < x0+Ax, (1.3)

w ktérym mieszcza si¢ wszystkie wyniki pomiaru x;, aktualnie wykonane i przyszte (rys. 1.3).

Rysunek 1.3: Rozrzut wynikéw pomiaru i jego miary

Xo = Ax § xp + Ax

Niepewno$¢ graniczna jest miara deterministyczna, gdyz twierdzimy, ze warto$¢ prawdziwa zawarta jest
na pewno w przedziale xo & Ax. Niepewno$¢ maksymalna jest stosowana w okre§lonych sytuacjach, np. jako
miara doktadnoSci elektrycznych przyrzadéw pomiarowych.

Miara doktadnoSci pomiaru najpowszechniej stosowang i uznang za podstawowa przez Przewodnik jest
niepewnosé standardowa. Jej najkrétsza definicja jest zdanie:

Niepewnos¢ standardowa jest oszacowaniem odchylenia standardowego.

Skomentujmy kluczowe stowa tej definicji:

(1) W przedstawionym sformutowaniu kryje si¢ zalozenie, ze rezultat pomiaru jest zmienng losowa, ktérej
rozrzut charakteryzuje parametr zwany odchyleniem standardowym. Odchylenie standardowe zdefinio-
wac¢ mozna jako pierwiastek z Sredniej wartoSci kwadratu r6znicy wartosci zmierzonej i rzeczywiste;j.

(i) Doktadnej wartosci odchylenia standardowego nie znamy, niepewnoS$¢ standardowa jest jego niezbyt do-
ktadnym oszacowaniem (estymatorem, ocena).Dwie podstawowe metody szacowania niepewnosci po-
miaru bezposredniego przedstawione beda w podrozdziatach 1.3 oraz 1.4.



Rysunek 1.3 poréwnuje graficznie obydwie miary niepewnosci. NiepewnoS§¢ standardowa u jest miarg
Sredniego odchylenia wynikéw pomiaréw od wartosci rzeczywistej, zatem cz¢$¢ wynikéw (okoto 1/3) znaj-
dziemy poza przedziatem (xp — u(x),xo + u(x)).

W dalszym ciagu tekstu stowo ,,niepewno$¢” bez przymiotnika oznacza zawsze niepewno$¢ standardowa.
Niepewno$¢ standardowg oznaczamy jako u(x). Symbol u pochodzi od ang. uncertainty, symbol wewnatrz na-
wiasu okresla, co jest wielkoscia mierzona®. Zaleta wprowadzonej przez Przewodnik notaciji jest przejrzystosé i
unikanie indekséw. Mozliwos¢ zapisu wielkoSci mierzonej w postaci stownej, jak np. u(stgzenie NaCl), utatwia
tworzenie dokumentacji pomiaru.

Niepewnos¢ u posiada wymiar, taki sam jak wymiar wielkos$ci mierzone;j.

Niepewnoscia wzgledna w nazywamy stosunek niepewnosci (bezwzglednej) do wielkosci mierzonej*,

w(x) = —= (1.4)

Niepewnos$¢ wzgledna w jest wielkoScig bezwymiarowa, czgsto wyrazang w procentach. Daje lepsze wyobraze-
nie o doktadnoS$ci pomiaru niz niepewnos¢ bezwzgledna u. Umozliwia tez poréwnanie niepewnosci wielkosci
fizycznych posiadajacych ré6zny wymiar.

Pojeciem jako$ciowym, zwigzanym ze stowem niepewnos¢ jest doktadnos¢ (pomiaru). Zaletg tego stowa
jest mozliwos¢ utworzenia przymiotnika: pomiar doktadniejszy, to pomiar o mniejszej niepewnosci.

1.3 Ocena niepewnosci typu A

Pod ta nazwa kryja si¢ metody wykorzystujace statystyczna analiz¢ serii pomiar6w. Najprostszym przy-
padkiem jest analiza serii n wynikéw pomiaru: xy,...,X;,...,Xx,. Traktujemy je jako n realizacji zmiennej lo-
sowej o wartoSci oczekiwanej xg (utozsamianej z wartoscig rzeczywista) oraz odchyleniu standardowym o
1 stosujemy standardowe rezultaty teorii prawdopodobienstwa. W wigkszosci przypadkéw najlepszym oszaco-
waniem x mierzonej wartosci jest Srednia arytmetyczna

x= Ein (1.5)

n

X

We wzorze 1.5, jak i we wszystkich wzorach niniejszego opracowania, znak sumy bez wskaznikéw oznacza
sumowanie od i = 1 do n.

Miarg rozrzutu wynikéw pomiaru jest parametr statystyczny zwany estymatorem odchylenia standardo-
wego,

(1.6)

Wielko$¢ s, mozna by utozsamiaé z niepewnoScia pomiaru, gdybySmy za jego wynik przyjeli ktdra-
kolwiek z wartosci x;. Przy obliczaniu §redniej nastgpuje jednak cze¢sciowa kompensacja odchytek réznych
znakéw, dzigki czemu jest ona blizsza wartoSci rzeczywistej xo niz wynik pojedynczego pomiaru. Ilociowo,
estymator odchylenia standardowego Sredniej sz jest /n razy mniejszy od estymatora s,

Sx
N

Poniewaz za wynik pomiaru przyjmujemy Srednig, niepewnoscia pomiaru u(x) utozsamiamy z estymato-
rem odchylenia standardowego Sredniej, u(x) = sz. Laczac ze soba wzory 1.6 i 1.7 otrzymujemy

(1.7)

Sx —

(1.8)

3 Przyjete oznaczenie wykorzystuje ,,nieprawnie” symbol funkcji matematycznej. Pamietajmy, ze u(x) jest liczba, a nie funkcja. Nie
jest mozliwe np. obliczenie pochodnej du/dx!

4 Przewodnik nie okreslit symbolu dla niepewnosci wzglednej. W opracowaniu przyjeto symbol w wprowadzony w europejskim
dokumencie EA-4/02 Expression of the Uncertainty of Measurement in Calibration (1999).



WielkoSci s, oraz sy nazywamy estymatorami dlatego, ze cho¢ obliczane z jednoznacznych wzoréw, sa
réwne prawdziwym warto$ciom odchylenia standardowego tylko w granicy n — co. Gdy liczba pomiaréw n
jest skoniczona, odchylenie standardowe Sredniej — czyli niepewnos$¢ pomiaru — znamy ze skoficzona, niezbyt
wielka doktadnoscia (tab. 1.1).

Tabela 1.1: Wzgledna niepewno$¢ oceny odchylenia standardowego s, i sz dla serii n pomiaréw

Liczba pomiarow 2 3 4 5 6 8 10 | 100

Niepewnos¢ oceny | 43% | 38% | 34% | 31% | 28% | 25% | 22% | 7%

Powtarzanie pomiaru przynosi zatem dwie korzysci: zmniejsza niepewno$¢ spowodowang bledem przy-
padkowym i umozliwia oszacowanie niepewnoSci. Na pytanie, ile pomiaréw warto wykonywac, nie spos6b
odpowiedzie¢ jednoznacznie. Uwaza si¢, ze dla okreslenia odchylenia standardowego, trzeba wykonac co naj-
mniej 5 < 10 pomiaréw. Pozwala to na oceng niepewnosSci z doktadnoscia rzedu 30 < 20% (por. tab. 1.1).
Ponadto dla serii np. 9 pomiaréw niepewno$¢ Sredniej jest 3-krotnie mniejsza od niepewnosci pojedynczego
pomiaru. Na ogét nie oplaca si¢ wykonywanie zbyt duzej liczby pomiaréw, gdyz zwigkszenie doktadnosci ze
wzrostem n jest powolne.

Wykonywanie zupetnie matej liczby pomiaréw, na przyktad 2 lub 3, ma sens jako sprawdzian powtarzal-
nosci. Za wynik pomiaru przyjmujemy Srednig arytmetyczna, ale dla uzyskania niepewnosci lepiej stosowaé
oceng typu B (podrozdz. 1.4).

Przyklad 1.2 Obliczenie niepewnosci pomiaru okresu drgarn wahadta (ciqg dalszy przyktadu 1.1)

Po odrzuceniu wyniku 50T = 65,26 s obarczonego btgdem grubym i po podzieleniu pozostatych wartosci
przez 50 uzyskujemy osiem wartosci okresu wahadta (w sekundach):

1,2776 11,2832 1,2806 1,2780 1,2794 1,2770 1,2804 1,2784

Wartosci te przedstawiono w odpowiedniej skali na rysunku 1.3.
Obliczenie Sredniej oraz niepewnosci standardowych pojedynczego pomiaru i Sredniej wyglada nastgpu-
jaco:
To=(1,2776+1,2832+...+1,2784)/8 = 1,27933 s,

1,2776 — 1,27 24(1,27832—1,27 24 +(1,2784—1,27 2
STOZ\/(’ 6—1,27933)% 4+ (1,2783 ,27933)2 4 ...+ (1,278 ,27933) —0.0020 s,

8—1
0,0020s
M(T()) = \/g

Wykorzystanie kalkulatora do obliczenia Sredniej i odchylenia standardowego oméwione jest w podroz-
dziale 1.11.

=0,00071 s.

1.4 Ocena niepewnosci typu B.

Stosowana jest, gdy statystyczna analiza serii pomiar6w nie jest mozliwa. Na przyktad dla btgdu syste-
matycznego lub gdy wystepuje btad przypadkowy, ale dysponujemy tylko jednym rezultatem pomiaru. Ocena
niepewnosci typu B opiera si¢ na naukowym osadzie eksperymentatora wykorzystujacym wszystkie informa-
cje o pomiarze i Zrédlach jego niepewnosci.

Do oceny typu B wykorzysta¢ mozna migdzy innymi:

— dane z pomiaréw poprzednich,

— doswiadczenie i wiedz¢ na temat przyrzadéw i obiektow mierzonych,
— informacje producenta przyrzadéw,



— niepewnoSci przypisane danym zaczerpnigtym z literatury.

Gdy informacja ta jest dobra, doktadnos¢ oceny typu B jest porownywalna z doktadnoScia oceny typu A. (Ocena
statystyczna jest tez niezbyt dokladna, por. tabela 1.1). W trudniejszych sytuacjach ocena typu B pozwala
oszacowac tylko rzad wielkoSci niepewnosSci.

Najczgsciej ocena typu B dotyczy okreslenia niepewnos$ci wynikajacych ze skoriczonej doktadnosci przy-
rzadéw. W wyniku rewolucji w miernictwie wynikajacej z postepéw elektroniki prawie wszystkie uzywane
wspdiczesnie przyrzady pomiarowe to albo proste przyrzady mechaniczne, albo tez elektroniczne mierniki cy-
frowe.

Proste przyrzady mechaniczne

Producenci przyrzadéw takich jak przymiar milimetrowy, suwmiarka czy termometr cieczowy na ogét nie
okreslaja ich doktadnosci. Powszechnie uwaza sig¢, ze niesprecyzowana blizej ,,doktadnos$¢” jest rtéwna wartosci
najmniejszej dziatki skali, zwanej dalej dziatkq elementarng. Jej warto$¢ wynosi dla linijki 1 mm, suwmiarki
0,05 mm, Sruby mikrometrycznej 0,01 mm, termometru lekarskiego 0, 1°C. Jako pierwsze przyblizenie dla
niepewnosci standardowej przyjmujemy:

u(x) = dziatka elementarna. (1.9

Ocena ta moze by¢ skorygowana w gére lub w dét zgodnie z posiadang wiedza i do§wiadczeniem.
Na przyktad, jezeli mierzymy linijka Srednice monety jednogroszowej i oceniamy ,,na oko” réwniez dziesiate
czgdci milimetra, to niepewno$¢ standardowa moze zmniejszy¢ si¢ do 0,2 mm. Z drugiej strony, przy pomia-
rze rozmiaréw pokoju taSma miernicza, niepewnos¢ nalezy przyja¢ wigksza niz 1 mm, choc¢ skalg z podziatka
milimetrowa mamy na calej pigciometrowej tasSmie.

Elektroniczne mierniki cyfrowe

W przyrzadach z odczytem cyfrowym warto§¢ odpowiadajaca zmianie ostatniej cyfry, zwana umownie
réwniez dziatka elementarna, okreSla rozdzielczo$¢ przyrzadu. Niepewnos¢ pomiaru jest wigksza i podawana
jest przez producenta w instrukcji przyrzadu. Pod nazwa ,,btad graniczny”, ,,doktadnos$¢”, itp., kryje si¢ nie-
pewno$¢ graniczna, definiowana najczesciej jako okreslony utamek wielkoSci mierzonej plus utamek zakresu,

Ax = Cy-x+ C; - zakres (1.10)

Na przyktad dla omomierza cyfrowego typ 1321 C; =0,2%, C; =0, 1 %. Przy pomiarze 10 kQ na zakre-
sie 20 kQ otrzymujemy Ax = 0,04 kQ, réwnowartos¢ 4 dziatek elementarnych.

Uzyskana ze specyfikacji producenta niepewnos¢ graniczng Przewodnik zaleca zamieni¢ na niepewnos$¢
standardowa’ przy uzyciu wzoru

ulx) = — (1.11)
(="
Wzoér 1.11 wynika z zatozenia, ze (jezeli nie mamy dodatkowych informacji) wynik pomiaru winien
wystapi¢ z jednakowym prawdopodobiefistwem w przedziale 4= Ax. Teoria prawdopodobiefistwa przewiduje w
tym przypadku, Ze odchylenie standardowe jest réwne potowie szerokosci rozktadu podzielonej przez v/3.

Przyktad 1.3 Ocena niepewnosci typu B dla pomiaru dtugosci wahadta

Dtugos¢ wahadla mierzymy przymiarem milimetrowym uzyskujac warto$¢ / = 410 mm. Przyjmujemy
niepewnos$¢ réwna dziatce skali: #(/) = 1 mm. Ocena ta bierze pod uwage trudnosé dobrego przytozenia przy-
miaru do odcinka: Srodek kuli — punkt zawieszenia wahadta.

5Zmiane te wykonujemy, gdy jest potrzebna, w szczegdlnosci w celu zastosowania prawa przenoszenia niepewnosci (podroz-
dziat 1.5).



1.5 Prawo propagacji niepewnosci

Wiele wielkosci fizycznych nie da si¢ zmierzy¢ pojedynczym przyrzadem, lecz wyznacza si¢ metoda
pomiaru posredniego. Na przyktad przyspieszenie ziemskie mozna wyznaczy¢ na podstawie pomiaru dtugosci
i okresu drgafh wahadta. Przypu$émy, ze interesujaca nas wielkos$¢ y obliczamy z wzoru funkcyjnego

VX1, Xy ),

gdzie kolejne zmienne dadza si¢ zmierzy¢ bezposrednio. Niepewnosci u(xy),...,u(xg) wielkosci mierzonych
bezposrednio ,,przenosza si¢”’ na wielko§¢ obliczang y powodujac, ze jest ona obarczona skoficzong niepew-
no$cia. Dlatego sposoby obliczania niepewnosSci wielkoSci y nosza nazwe¢ prawa propagacji niepewnosci
(dawniej: prawa przenoszenia niepewnosci).

Funkcja jednej zmiennej

Analize problemu rozpoczniemy od funkcji jednej zmiennej y = f(x). Niepewnos¢ u(x) jest mata w po-
réwnaniu z warto$cia mierzona x, zatem niepewnos¢ y obliczy¢ mozna jako iloczyn pochodnej funkcji i nie-
pewnosci u(x),

d
u(y) = Z-u(x), (1.12)

czyli jako rézniczke funkcji y(x). Prawo propagacji niepewnosci dla funkcji jednej zmiennej ilustruje rysu-
nek 1.4 oraz przykiad 1.4.

Rysunek 1.4: llustracja prawa propagacji niepewnosci
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Przyktad 1.4 Niepewnos¢ objetosci kuli o znanej Srednicy

ZmierzyliSmy Srednicg D stalowej kulki suwmiarka, otrzymujac warto§¢ D = 2,45 mm z niepewnoscia
u(D) = 0,05 mm. Objetosé kuli obliczamy ze wzoru %nr3 = ZD* = 7,70 mm®. Niepewnos¢ objetosci kuli
wynosi
_3,1416
2

u(v) = L (503) (D) = gDzu(D)

~dap \6 (2,45 mm)?-0,05 mm = 0,47 mm’



Funkcja wielu zmiennych

W przypadku funkcji wielu zmiennych obliczamy za pomoca wzoru 1.12 rézniczki czastkowe dla kolej-

nych zmiennych xi,...,x,... i tworzymy z nich sume geometryczna®
dy 2
1) =L | g ) (1.13)

Obliczonag warto$¢ niepewnosci funkcji y nazywamy niepewnoscia zlozona i oznaczamy symbolem u, lub
uc(y)’. Sumowanie geometryczne przewiduje teoria prawdopodobiefistwa, przy zatozeniu, ze zmienne losowe
sa nieskorelowane. Warunek ten jest spelniony, jezeli kazda z wielkosci x; mierzona jest innym przyrzadem.

Najprostszy przypadek prawa propagacji niepewnosci (bezwzglednej) zachodzi, gdy funkcja y jest suma
lub réznica dowolnej liczby sktadnikéw. Pochodne czastkowe dy/dxy sa réwne jednosci i w rezultacie niepew-
nos¢ ztozona jest suma geometryczng niepewnosci poszczegdlnych sktadnikow:

y=xi+x—x3+... = u(y)= \/uz(xl)+u2(x2)+u2(x3)+... (1.14)

Przenoszenie niepewnosci wzglednej
Prawo propagacji niepewnosci przyjmuje postac szczegdlnie przejrzysta i wygodna do praktycznych ob-
liczeri, gdy zamiast niepewnosci bezwzglednych obliczymy ztozZona niepewnosé wzgledna w(y) = u.(y)/|y|-

W tym celu réwnanie 1.13 dzielimy obustronnie przez y, a nastgpnie, wewnatrz nawiasu kwadratowego, mno-
zymy i dzielimy przez xy,

Cue(y) lﬂux xe Ay ulx)]?
w()’)— b’| _\/Z[yax k \/Z yaxk X }

Uzyskane wyrazenie zapisujemy w zwartej postaci®

w) = Y [pew(x))? (1.15)
wyrazajacej prawo propagacji niepewnosci wzglednych:

Ztozona niepewnos¢ wzgledna w(y) = u.(y)/|y| jest sumq geometryczng niepewnosci wzglednych
w(xg) = u(xg) /|xx| wielkosci mierzonych bezposrednio pomnozonych przez wzgledne wspotczynniki
wrazliwosci p; réwne:

X Oy

i = (1.16)

Y Ox;
Formuty 1.151 1.16 wydaja si¢ bardziej skomplikowane niz wzér 1.13, wyrazajacy ,,zwykte” prawo pro-
pagacji niepewnosci. Rzecz w tym, ze przy obliczaniu wzglgdnych wspétczynnikéw wrazliwosci py wigkszo$¢
symboli skraca si¢ (patrz przyktad 1.5) i wyrazenia na wagi okazuja si¢ zdumiewajaco proste. Zebrano je w
tabeli 1.2).
Uwaga: w kolumnie ,,postaé funkcji” symbol const oznacza nie tylko stata, lecz réwniez pozostatg czeS¢ wzo-
ru funkcyjnego nie zawierajaca zmiennej x;, stanowiaca zatem czynnik staly przy obliczaniu odpowiednie;j
pochodnej czastkowe;.

5Suma geometryczna to pierwiastek z sumy kwadratéw sktadnikéw (co przedstawia wzér 1.14b)
"Indeks ¢ pochodzi z ang. combined uncertainty
8Symbole w réwn.(1.15) zaczerpnieto z dokumentu EA-4/02 (patrz przypis na stronie 5).



Tabela 1.2: Wartosci wzglednych wspétczynnikéw wrazliwosci dla najwazniejszych funkcji.

4 .. X al
Postaé funkcji | pr = Y o
Yy = const - xi 1

_ const _
Y= 1
y = const - x;" n
_ 1
Yy = const- /Xy, 5
y = const - e axy,
y = const Inaxy, %nst

Najprostszy — a wazny w praktyce — przypadek prawa przenoszenia niepewnosci wzglgdnej zachodzi,
gdy wielko$¢ y jest iloczynem lub ilorazem wielko$ci mierzonych bezposrednio. Wspétczynniki wrazliwosci
sa wtedy réwne 1 lub —1 (patrz tabela 1.2). W konsekwencji ztozona niepewnos$¢ wzgledna jest suma geome-
tryczng wzglednych niepewnosci czynnikéw xy:

X1-X2: ...
y:% = w(y)= \/wz(xl)+w2(x2)+w2(x3)+... (1.17)
3
Whioskiem jako$ciowym z prawa propagacji niepewnoSci jest okreslenie, ktéra wielko$¢ x; daje najwigkszy
przyczynek do niepewnoSci ztozonej. Jest to zwykle, ale nie zawsze, zmienna, ktérej niepewnos¢ wzgledna jest
najwigksza.

Przyktad 1.5 Niepewnos¢ wartoSci przyspieszenia ziemskiego wyznaczonego z pomiaru okresu
drgan i dtugosci wahadta prostego.

OkresliliSmy dla wahadta wartosci i niepewnosci okresu drgan 7' = 1279,33 ms, u(T) = 0,72 ms
idlugosci [ =410 mm, u(l) =1 mm (przyktady 1.2 i 1.3). Przyspieszenie ziemskie obliczamy jako

_ 4m?l 4-3,14167-410 mm
8= 2 T (1,27933 5)2

— 9890 5+ = 9,890
S S

Uwaga. W obliczeniu zapisujemy tak wielkosci liczbowe, jak i jednostki. Wynik zapisujemy z liczbq cyfr ,,do-
pasowanq” do przewidywanej niepewnosci pomiaru. W wigkszosci przypadkéw wystarcza zapis 4 cyfr znaczq-
cych!

Obliczenie niepewnosci ztozonej za pomoca wzoru 1.13 wymaga obliczenia wyrazenia

=[]+ [

Stosujac wzor 1.15 na niepewnosé wzgledna otrzymujemy:

2 2
erlg) = [‘;T‘féljz,wa)] [—S;f’jzmm] = P+ [2w(r)?

T2 T2
Uzyskane wspétczynniki wrazliwosci , rtéwne 11 —2 odpowiednio dla /i 7', mozna wypisa¢ od razu korzystajac

z tabeli 1.2. Numeryczne obliczenia i zapis niepewnosci wykonujemy z doktadnos$cia 2 cyfr znaczacych (vide
podrozdz. 1.7). Nalezy zestawiC je w ponizszej tabeli.
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’ H X ‘ u(xg) ‘ w = u/|x ‘ Pk ‘ piw(xk) ‘
dtugos¢ ! || 409 mm | 1 mm 0,24 % 1 0,24 %
okresT || 1279 ms | 0,72ms | 0,056% | -2 | —0,11%

’ Suma (geometryczna): 0,26 % ‘

Z obliczonej niepewnosci wzglednej w(g) = 0,26 % odzyskujemy niepewnosé bezwzgledna

0,28%

uc(g) =9,890- 100%

m
=0,028 5

2

Poréwnanie przyczynkéw pochodzacych od u(/) i u(T) pokazuje, ze wigkszym Zrédtem niepewnosci wyzna-
czenia przyspieszenia ziemskiego jest niepewnos¢ pomiaru dtugos$ci wahadta.

1.6 NiepewnosS¢ rozszerzona

Wiasnoscia niepewnosci standardowej jest, ze w przedziale od x — u(x) do x + u(x) warto$¢ rzeczywista
znajduje si¢ z prawdopodobiefistwem okoto 2/3 (doktadnie: 68 % dla rozktadu Gaussa, 58 % dla rozktadu jedno-
stajnego). Niepewnos$¢ standardowa jest miara doktadnosci pomiaréw, umozliwia poréwnywanie doktadnosci
réznych metod pomiarowych, ta miara niepewnosci jest pokazywana na wykresach (o czym w podrozdzia-
le 1.8).

Do wnioskowania o zgodnosci wyniku pomiaru z innymi rezultatami Przewodnik wprowadza pojecie nie-
pewnosci rozszerzonej U (ang. expanded uncertainty). Jak nazwa wskazuje, jest to ,,powiekszona” niepew-
nos¢ standardowa, wybrana tak, by w przedziale y — U (y),y + U (y) znalazta si¢ przewazajqca czes¢ wynikow
pomiaru potrzebna do okreslonych zastosowan — w przemysle, medycynie, ochronie §rodowiska. Warto$¢ U
obliczamy mnozac niepewno$¢ ztozong przez bezwymiarowy wspélczynnik rozszerzenia k

U(y) =k-uc(y) (1.18)

W zgodzie z migdzynarodowa praktyka do obliczenia U przyjmuje si¢ umowna wartos$¢ k = 2. Wartosci
k inne niz 2 moga by¢ stosowane tylko w przypadku szczegdlnych zastosowan i winny by¢ dyktowane przez
ustalone i udokumentowane wymagania. WartoSci k = 2 odpowiada prawdopodobiefistwo realizacji zmiennej
losowej w przedziale (y — U (y),y+ U (y)) réwne 95 % dla rozktadu Gaussa i 100 % dla jednostajnego.

Typowe zastosowania niepewnosci rozszerzonej, to wnioskowanie o zgodnosci uzyskanego wyniku z war-
toScia doktadna, wzglednie z inng wartoScia zmierzong o znanej niepewnosci.

Poréwnanie z warto$cia dokladna (teoretyczna lub tabelaryczna)

WartoS$cia teoretyczng jest wielkos§¢, przewaznie bezwymiarowa, ktéra mozna okresli¢ bezbtednie — lub
z niepewnos$cia pomijalnie mata — przy pomocy teorii. Przyktadowo, za pomoca gigtkiej taSmy miernicze;j
1 okragtej miednicy mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie stosunek obwodu do §rednicy kota. Warto$¢ zmierzong
mozna poréwnaé z wartos$cig teoretyczng T = 3,1415927... Dokladne wartoSci tabelaryczne to m.in. state
fizyczne, ktorych warto$ci pochodzg z pomiaru, ale znane sa z bardzo duza doktadnoScia.

Whnioskowanie o zgodnosci (badZ niezgodnosci) wartoSci zmierzonej y i doktadnej yg polega na obli-
czeniu réznicy y — yo i poréwnaniu z wartos$cig niepewnosci rozszerzonej. Wartos¢ zmierzonq uznajemy za
zgodnq z wartosciq doktadnq, jezeli |y — yo| < U(y). Uzyskanie warto$ci nie mieszczacej si¢ w przedziale
(y—=U(y),y+U(y)) wskazuje z reguty na wystgpowanie nieuwzglednionego w naszej analizie btgdu systema-
tycznego lub grubego.
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Poréwnanie wynikow dwoch pomiarow

Wyniki dwu niezaleznych pomiaréw tej samej wielkosci (np. wspdtczynnika zatamania szkla) maja z za-
sady r6zne wartosci. Pojawia si¢ pytanie: czy wielkosci te rzeczywiscie sig¢ r6znia (bo mierzono rézne gatunki
szkla), czy tez sa réwne ,,w granicach niepewnoSci pomiaru”. Teoria niepewnos$ci pomaga odpowiedzie¢ na nie
W sposéb obiektywny.

Rachunek przebiega nastgpujaco. Do dyspozycji mamy dwie wartoSci zmierzone, x; i xo, oraz ich nie-
pewnosci standardowe, u(x;) i u(x;). Zgodnie z prawem propagacji niepewnosci (wzor 1.14) réznica x| — xp
posiada niepewnoS$¢ réwna sumie geometrycznej u(x;) i u(x;). Niepewnos$¢ rozszerzona wynosi zatem

Ux) —xp) = k\/[u(xl)]2 + [u(x2)]? (1.19)

Wyniki pomiaru uwazamy za zgodne ze soba, jezeli [x; — x| < U(x] —x3).

Przykilad 1.6 Poréwnanie uzyskanej wartosci przyspieszenia ziemskiego z wartoSciq tabelaryczng

Uzyskalismy za pomoca wahadta prostego warto$é g = 9,866 m/s” z niepewnoscia u(g) = 0,028 m/s>
Warto$¢ tabelaryczna dla Krakowa wynosi go = 9,811 m/s?. Obliczamy réznice

2—20="9,890 = —9,811 = = 0,079 =
S S S
Obliczamy niepewnoS¢ rozszerzona, przyjmujac warto$¢ k = 2,
m m
U(g)=k-u(g)=2-0,028 ) =0,056 o)

Uzyskana warto$¢ jest niezgodna z warto$cia tabelaryczna. Celowo podajemy taki wynik, by przedysku-
towaé mozliwe przyczyny niezgodnosci i mozliwosci udoskonalenia pomiaru.

Réznica g — g jest niewielka, co wskazuje, ze btedu grubego nie popetniono. Raczej nieuniknione nie-
pewnosci pomiaru zostaly ocenione zbyt nisko. Na przyktad, ze przy pomiarze okresu mégt wystgpowaé do-
datkowy blad systematyczny, ktérego nie mozna wykry¢ przez statystyczng analiz¢ wyniku 8 pomiaréw. Rady-
kalne zmniejszenie u(T) jest mozliwe przez zastosowanie elektronicznego pomiaru czasu.

Réwniez niepewno$¢ pomiaru dlugosci mogta by¢ oceniona zbyt optymistycznie, biorac pod uwage trud-
nos¢ okreslenia ,,na oko”, gdzie jest Srodek kuli. Sposobem podniesienia doktadnosci pomiaru / moze by¢
zmierzenie liniatem odleglosci punkt zawieszenia — gérny punkt kuli i dodanie potowy Srednicy kuli, zmierzo-
nej przy uzyciu suwmiarki.
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1.7 Zapis niepewnosci pomiaru

Zalecane sposoby zapisu niepewnoSci przedstawiamy na przyktadzie. Przyktad nasz wyréznia zapis
stowny (i), przy uzyciu symboli (ii) i skrécony (iii), ale stosowaé¢ mozna dowolng kombinacj¢ przedstawio-
nych elementéw zapisu.

Niepewnos$¢ standardowa

(i) przyspieszenie ziemskie jest réwne 9,866 m/s? z niepewnoscia 0,028 m/s?;
(i) g=9,866 m/s>; u(g)=0,028 m/s?;

(iii) g=9,866(28) m/s>.

NiepewnoS$¢ rozszerzona
(i) przyspieszenie ziemskie wynosi 9,866 m/s? z niepewnoscia rozszerzona 0,056 m/s?;
(i) g=9,866m/s?; U(g)=0,056 m/s?;
(iii) g = (9,866 + 0,056) m/s.
Przyktad ilustruje zasady zapisu niepewnosci zalecane przez Przewodnik.

— Niepewnos¢ zapisujemy z doktadnosciq dwu cyfr znaczqcych. Zalecenie takie wynika z faktu, ze niepew-
no$¢ znamy niezbyt doktadnie (patrz ta. 1.1). Uzyskang z obliczefi wigksza liczbe cyfr zaokraglamy do
dwéch cyfr, stosujac zwykte reguly zaokraglania. Warto$¢ mierzona zaokraglamy do tego samego miej-
sca co niepewno$¢, w naszym przyktadzie do 3 miejsca po przecinku. (Jezeli ostatnia cyfra jest zero,
nalezy ja pozostawic, jako cyfre znaczaca.)

— Przy zapisach skréconych (iii) symbol £ nalezy stosowaé do niepewnosci rozszerzonej, zapis z uzyciem
nawiasow do niepewnosci standardowe;j.

Dodatkowe uwagi na temat zapisu liczb i jednostek

Wyniki pomiaréw i obliczen najlepiej podawaé w jednostkach, dla ktérych warto$¢ liczbowa zawarta jest
w przedziale od 0,1 do 1000. Takie liczby sa przyjazne dla cztowieka — fatwe do wypowiedzenia i zapamigtania,
za$ ich zapis wymaga najmniejszej liczby znakéw drukarskich. Aby to umozliwi¢, wprowadzono przedrostki
uktadu SI, takie jak: p= 1072, n= 10, u = 107, m= 1073, k= 10°, M= 10° G = 10°,... (nie
wymieniliSmy wszystkich). Dotaczy¢ je mozna do kazdej jednostki posiadajacej wlasny symbol (m, s, A, W, F,
Hz etc.).

Gdy jednostka uktadu SI jest kombinacja symboli (np. kg/m?, V/m, W/(K-m) — jednostki gestosci, nate-
zenia pola elektrycznego i przewodnosci termicznej), przedrostki mozna dotaczyé do kazdego symbolu. Przy-
ktadowo, zapis gestosé rteci jako 13,6 g/cm? jest bardziej przyjazny niz 13,6 10° kg/m?.
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1.8 Wykresy zaleznoSci fizycznych

Istota metodologii fizyki jest eksperyment i jego teoretyczna interpretacja. W wykresach obrazujacych
zaleznoSci funkcyjne dwu lub wigcej zmiennych odzwierciedla si¢ to w wyraZznym zaznaczeniu zaréwno punk-
tow doswiadczalnych, jak i interpretujacej przebieg zjawiska krzywej teoretycznej.

Sporzadzanie wykreséw stanowi wazna umiejetnos$é, przydatnag w innych naukach doswiadczalnych.
Przedstawione zasady obowiazuja zaréwno w przypadku wykreséw wykonywanych recznie jak i sporzadza-
nych przy uzyciu komputera. Standardowe elementy oméwiono ponizej.

Uklad wspétrzednych

Uktad wspétrzednych musi posiadaé podziatke, oznaczenie wielkosci i oznaczenie jednostek. Skalg wy-
kresu nalezy tak dobrac, by byt on przejrzysty i dobrze wykorzystywat powierzchni¢ papieru. Aby to spetnié,
podziatka nie musi zaczynac si¢ od zera (np. pionowe osie rysunkéw 1.51 1.9).

Rysunek 1.5: Zalezno$¢ wzglednej zmiany okresu drgan wahadta matematycznego
od amplitudy drgan. Przyktad poréwnania punktéw do$wiadczalnych z krzywa teore-
tyczng

0,03

0,02

0,01

0,00

©[deg]

Przyzwyczajeni jesteSmy z matematyki do rysowania uktadu wspétrzgdnych w postaci dwdch prostopa-
dtych odcinkéw (rys. 1.9). Drugi sposéb polega na zamknigciu pola wykresu w prostokatng ramke (rys. 1.5, 1.6
i 1.8). Symbole lub opis stowny umieszcza si¢ wtedy w Srodku boku ramki (jednostki w nawiasach prosto-
katnych). Opis wykonujemy pismem technicznym, w edytorach pisma nasladuje je czcionka ARIAL. Kreski
podziatki, skierowane do wewnatrz ramki, powtarzaja si¢ na pozostatych dwu bokach. W razie potrzeby réwno-
legte boki ramki mozna wykorzysta¢ do pokazania réznych podziatek (rys. 1.8b). Zachgcamy do sporzadzania
wykreséw w postaci ,,ramki”, gdyz jest to obecnie standardowy sposéb przedstawienia rezultatéw eksperymen-
talnych w dokumentacji technicznej i publikacjach naukowych.

Wykresy sporzadzane rgcznie wykonujemy otéwkiem na papierze milimetrowym. Zwykly papier milime-
trowy posiada siatke liniowa. Naby¢ tez mozna papier do wykreséw z siatka logarytmiczng na jednej (rys. 1.6
i 1.8b) lub obydwu osiach. Skale nieliniowe réznych typéw mozna réwniez zrealizowaé przy uzyciu komputera.

Wykresy ze skala logarytmiczng stosujemy z dwu réznych powoddéw. Po pierwsze, dla sensownego przed-
stawienia wielkos$ci, ktéra zmienia si¢ o wiele rzgdéw wielkosci (rys. 1.6). Po drugie, w celu linearyzacji funkcji
wykladniczych i potggowych (o czym w podrozdziale 1.9).
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Rysunek 1.6: Charakterystyki pradowo—napieciowe diod poétprzewodnikowych roz-
nych typéw, spolaryzowanych w kierunku zaporowym. Przyktad zaleznosci, ktérych
nie da sie opisac prostg funkcjg matematyczng
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Punkty doswiadczalne

Podstawa do sporzadzenia wykresu jest tabela, punkty doswiadczalne sa obrazem odpowiednich par
liczb (T —Tpy)/To z tabeli. Punkty, naniesione otéwkiem na wykres sa stabo widoczne. W wielu naukach
(np. ekonomia) taczy si¢ te punkty gruba linia famana.

W fizyce i innych naukach Scistych z zasady postgpujemy inaczej — punkty uwidaczniamy przez oto-
czenie symbolem w ksztalcie kétka, kwadracika itp. (rys. 1.7). Do estetycznego rgcznego rysowania symboli
warto uzywac plastykowych szablonéw zaopatrzonych w stosowne otwory. R6zny ksztatt symboli wykorzystaé
mozna do przekazania dodatkowej informacji, np. odréznienie punktéw nalezacych do réznych krzywych.

Na wykresie mozemy pokazaé rowniez niepewnosci pomiaru. Powszechnie przyjety sposéb, to rysowanie
odcinka niepewnosci o dtugosci - u(y) lub +u(x), jak to pokazuja rysunki 1.5 i 1.8b. Nanosimy je, gdy sa du-
ze w skali rysunku, tzn. rozmiar odcinka niepewnosci przewyzsza rozmiary symbolu punktu doswiadczalnego.
Réwniez dobre programy komputerowe umozliwiaja nanoszenie zadanych odcinkéw niepewnosci. Zaznacza-
nie niepewnosci stuzy m.in. do wnioskowania o zgodnoSci eksperymentu z teoria. Jezeli warto$ci odcinkéw
niepewnosci zostaly ocenione prawidtowo, przecigtnie 2/3 z nich winno przecinaé si¢ z krzywa teoretyczna.

Krzywa interpretujaca wyniki eksperymentu
Zasady rysowania krzywej zaleza od ,,jakosci” opisu teoretycznego, jaki mamy do dyspozycji.

— Dysponujemy algorytmem pozwalajacym obliczy¢ krzywa teoretyczng w sposéb niezalezny od poto-
zenia punktéw doswiadczalnych. Wykres sktada si¢ z tychze punktéw i obliczonej krzywej (rys. 1.5).
Krzywa ,,doswiadczalna” nie jest potrzebna!

— Znamy z teorii typ funkcji (np. wiemy, ze jest to funkcja wyktadnicza y = Ae™*), ale nie znamy jej
parametrow A i o.. Wtedy nalezy funkcje zadanego rodzaju jak najlepiej dopasowac (,,dofitowac”) do
potozenia punktéw doswiadczalnych, parametry dopasowanej funkcji sa rezultatami pomiaru (rys. 1.8).
Metody dopasowania prostej y = ax + b omdéwione sg w podrozdziale 1.10.
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Rysunek 1.7: Przyktadowe symbole punktéw doswiadczalnych i sposoby rysowania
odcinkéw niepewnosci

— Nie dysponujemy okreslonym wzorem funkcyjnym (np. dla zaleznosci napigcia termopary od tempe-
ratury). Wtedy przez punkty doSwiadczalne przeprowadzamy odrgcznie (lub z pomoca krzywki) gtadka
krzywa ,,do§wiadczalng” (rys. 1.6). Procedura ,,wygtadzania” wynikéw pomiaru oparta jest na zatozeniu,
ze nieznana gladka funkcja y(x) istnieje, zatem moze byé przyblizona szeregiem potggowym. Dlatego
w przypadku uzycia komputera (ktéry niczego nie potrafi ,,na oko”), jednym ze sposobéw wygenerowa-
nia gtadkiej krzywej jest dopasowanie szeregu potggowego, czyli wielomianu, ktérego stopien dobieramy
metoda préb i biedow.

Obok krzywej, w polu wykresu mozna i nalezy umieszcza¢ dodatkowe napisy, linie, strzatki etc., utatwia-
jace jego zrozumienie. Powyzsze, nieco schematyczne uwagi nie wyczerpuja oczywiscie wszystkich mozliwo-
$ci i form wykresu.

Przyktad 1.7 Wykres zaleznosci okresu wahadta od amplitudy

Opracowany w przykladzie 1.2 pomiar okresu wahadta wykonany zostal przy matej amplitudzie drgan.
Przypomnijmy rezultat: 7o = 1,2793 s, u(Tp) = 0,0072 s.

Nastepnie wykonano jednokrotne pomiary 50 okreséw dla wahadta wykonujacego drgania, w funkcji
wzrastajacej amplitudy drgan ©. Ponizsza tabela przedstawia zmierzone wartosci okresu T oraz obliczone
wartosci wzglednej zmiany okresu (7 — Ty) /To. Bezwymiarowa wielkos$¢ (T — Ty) /To wprowadzamy dlatego,
ze nie zalezy ona od dtugosci wahadta i przyspieszenia ziemskiego, co wigcej, zaleznosé (T — Tp) /Ty od kata
wychylenia ® jest taka sama dla wahajacego si¢ ciata o dowolnym ksztalcie.

(Odegl | 5 | 95 | 14 | 185 | 25 | 28 | 325 | 37 [ 41 |
T(s] | 1.2808 | 1,2780 | 1,2862 | 1,2926 | 1,2950 | 1,2986 | 1,3090 | 1,3158 | 1,3208

T%OTO 0,0012 | -0,0010 | 0,0054 | 0,0104 | 0,0123 | 0,0151 | 0,0232 | 0,0285 | 0,0324

Poniewaz kazdy pomiar okresu 7 wykonano tylko raz, za niepewno$¢ pomiaru mozna przyjac estymator
odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru: u(T) = 0,0020 s (vide przyktad 1.2). ZastosowaliSmy tu
oceng¢ niepewnosci typu B, na podstawie wynikéw poprzedniego pomiaru.

Niepewno$¢ ztozong wielkosci (T — Tp) /Tp wyznaczony z prawa przenoszenia niepewnosci

2 2 2 2
T-Ty 1 T 0,020 s 1,322
=1/ | =-u(T; —u(Tp)| = | | = ——= | =0,017
”C< T > \/[TO”( 0)} +[T02M( 0)} [1,2793 s] - [(1,2793 s)2]
Obliczajac u, dla réznych wartosci 7' stwierdzamy, ze niepewnosS¢ jest praktycznie taka sama dla wszyst-

kich punktéw wykresu. Zostata zaznaczona na wykresie (rys. 1.5). Natomiast zrezygnowano z pokazania rela-
tywnie matlej niepewnosci pomiaru kata.
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Teoretyczng warto$¢ wzglednej zmiany okresu wahadta mozna obliczy¢ za pomoca wzoru

T-T, 1 , 11
= — @+ —0"+...
T, 160 30720 ©

(kat wychylenia ® trzeba podstawiaé¢ w radianach). Potrzebne do wyrysowania krzywej dane, zestawione w po-
nizszej tabeli, obliczamy w réwnych odstgpach kata.

(©Mdeg] | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 |

T;OT" 0,0005 | 0,0019 | 0,0043 | 0,0076 | 0,0119 | 0,0172 | 0,0234 | 0,0305 | 0,0387

Naniesionych punktéw teoretycznych nie uwidaczniamy, lecz prowadzimy przez nie gladka krzywa.
W przypadku uzycia komputera najprosciej obliczyé wigcej punktow teoretycznych (np. co 0,5 stopnia) i na-
kaza¢ maszynie poprowadzenie przez nie linii famanej — wrazenie gladkiej krzywej zapewnione!

Poniewaz na wykresie zaznaczamy niepewnos$¢ standardowq, tylko cze$¢ odcinkéw niepewnosci (circa
2/3) winna przecinad si¢ z krzywa teoretyczna. Rysunek 1.5 demonstruje zatem zgodno$¢ teorii i eksperymentu.

1.9 Linearyzacja nieliniowych zaleznosSci funkcyjnych

Linia prosta jest krzywa najtatwiejszgq do narysowania, a nasze oko tatwo odréznia krzywa od proste;.
Poniewaz tak rysowanie, jak i analiza matematyczna nieliniowych zaleznosci jest trudniejsza niz liniowych,
powszechng praktyka jest sprowadzanie nieliniowych zalezno$ci funkcyjnych do postaci liniowe;.

Przyktadowo, jezeli mamy do czynienia z zalezno$cia typu wyktadniczego

y =Aexp(—ax) (1.20)

to w celu jej zlinearyzowania obliczamy logarytm

Iny =InA —ax (1.21)

Odktadajac na osi pionowej Iny, a na osi poziomej x, uzyskujemy prosta o wspélczynniku nachylenia
réwnym —a, przecinajaca o$ pionowa w punkcie InA (rys. 1.8).

Przy rysowaniu wykreséw wykorzystujacych operacje¢ logarytmowania powszechng praktyka — zamiast
pokazywania na danej osi wykresu wartoSci logarytmu — jest rownowazne tej operacji wprowadzenie nielinio-
wej skali logarytmicznej (papier pétlogarytmiczny lub opcja skali logarytmicznej w programie graficznym).
Rysunek 1.8b posiada 0§ pionowa opisang z lewej strony przez wartosci samego logarytmu naturalnego, z pra-
wej za$ — przy uzyciu skali logarytmiczne;j.

W ogdlnosci, tak sama mozliwosc¢ linearyzacji, jak i rodzaj wspétrzednych, jakie trzeba w tym celu za-
stosowad, zaleza od postaci funkcji. Do postaci liniowej daja si¢ doprowadzi¢ wszystkie funkcje zawierajace
jeden lub dwa nieznane parametry. Natomiast nie mozna zlinearyzowaé funkcji zaleznych od trzech i wigcej
parametréw (np: y = ax® + bx +c).

Przy linearyzacji funkcji, obok zmiany wartoSci wspétrzgdnych punktéw, ulegaja réwniez zmianie war-
tosci odcinkéw niepewnosci. Nowe wartosci u obliczamy za pomoca prawa propagacji niepewnosci dla funkcji
jednej zmiennej (wzér 1.12). Zestawienie rysunkéw 1.8a i 1.8b uwidacznia, zZe rozmiary odcinkéw niepewno-
Sci, jednakowe (i niewidoczne) w skali liniowej, staja si¢ relatywnie duze w ,,ogonie” zaleznosci zlogarytmo-
wanej.
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Rysunek 1.8: Zaleznos$¢ napiecia U od czasu t podczas roztadowania kondensato-
ra C przez opér R, przedstawiona na wykresie zwykltym (a) i zlinearyzowanym (b).
Niepewno$¢ pomiaru napigcia wynosi 0,005 V
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1.10 Dopasowanie prostej do zbioru punktéw doswiadczalnych

Tematem tego rozdziatu jest zagadnienie poprowadzenia prostej y = ax + b jak najlepiej dopasowane;j
do zbioru n punktéw doswiadczalnych (x1y1,x2y2,...x,y,). Celem dopasowania jest nie tylko uzyskanie efektu
wizualnego, ale przede wszystkim uzyskanie warto$ci parametréw a i b opisujacych prosta, oraz ich niepew-
nosci u(a) i u(b).

Metoda graficzna polega na wykonaniu wykresu, a nastgpnie na przyltozeniu linijki (najlepiej przezro-
czystej) i wykreSleniu na oko prostej tak, by odlegtoSci prosta — punkty eksperymentalnie byty §rednio jak
najmniejsze. Wykres do metody graficznej winien by¢ duzy (formatu A4), o tak dobranych skalach, by na-
chylenie linii prostej byto zblizone do 45° (rys. 1.9). Wspétczynnik nachylenia a = Ay/Ax jest stosunkiem
przyprostokatnych Ay i Ax duzego tréjkata, ktérego przeciwprostokatna jest czescia poprowadzonej graficznie
prostej (rys. 1.9). Parametr b wyznacza punkt przecigcia prostej z osia y.

Zrédtem nieporozumieri bywa, pochodzace z kursu matematyki, utozsamianie wspétczynnika nachylenia
z tangensem kata nachylenia prostej do osi x. W wykresach wielkosci fizycznych kat nachylenia o prostej
moze by¢ rézny dla tych samych danych pomiarowych — w zaleznosSci od tego, jakie podziatki zastosujemy
na osiach wykresu. Jednoznacznie okre§long wielkoscia pozostaje wspdtczynnik nachylenia a = Ay/Ax (zwany
krétko nachyleniem). W przeciwienistwie do bezwymiarowego tangensa, nachylenie o posiada wymiar, bedacy
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Rysunek 1.9: Wyznaczenie parametrow prostej metodg graficzng
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stosunkiem wymiaréw wielkoSci y i x.

Wada metody graficznej wydawac si¢ moze subiektywnos$¢ — kazdy poprowadzi prosta trochg inaczej.
Testy wykazuja jednak, ze w przypadku prawidtowo wykonanego wykresu i odrobiny wprawy wartosci para-
metrOw prostej sa w granicach niepewnosci takie same jak uzyskane za pomoca metod analitycznych. Ponadto
zaleta metody graficznej jest eliminacja punktéw drastycznie odbiegajacych od prostej. Najwigksza wada me-
tody jest brak informacji o niepewnosSci parametréw proste;.

Metoda najmniejszych kwadratéw jest najpowszechniej stosowana metoda analityczna. Swoja nazwe
zawdzigcza kryterium jakoSci dopasowania — takiego doboru parametréw prostej, by suma kwadratéw réznic
warto$ci eksperymentalnych y; i obliczonych ax; 4 b byla jak najmniejsza

n
§* =Y [yi— (ax;+b)* = min (1.22)
i=1
Kryterium 1.22 zapewnia najlepsze oszacowanie parametréw prostej przy zatozeniu, ze wszystkie punkty
pomiarowe obarczone sa jednakowym btgdem przypadkowym o rozktadzie Gaussa.
W celu znalezienia parametréw a i b korzystamy ze zwyklego warunku na minimum funkcji dwu zmien-
nych:
0s? 0s?
— =0 — =0
da ob
Obliczenie wyzej wymienionych pochodnych czastkowych prowadzi do uktadu réwnan liniowych dla
niewiadomych a i b:

aY ;+bY xi=Y xyi
aZxH—bn = Zy,-

Rozwiazanie tego uktadu réwnarn zapisaé mozna na dwa réwnowazne sposoby. Formuly przedstawio-
ne ponizej sa najwygodniejsze do obliczen rgcznych. Zaczynamy od obliczenia §rednich arytmetycznych dla
zmiennych x oraz y:

1 1
¥=-) X, Y=Y (1.23)



okreslajacych polozenie ,,Srodka cigzkosci” X, y punktéw eksperymentalnych. Parametry prostej oblicza sig¢
Z WZOorow:

1
a:BZy,-(x,-—X), b=y—ax (1.24)

gdzie

D=Y (x—%)’ (1.25)

Zauwazmy, ze wzor dla parametru b, czyli punktu przecigcia prostej z osia y, wynika z poprowadzenia
prostej o nachyleniu a przez ,,Srodek cigzkosSci” X, y.

Zastosowanie praw statystyki matematycznej pozwala wyprowadzi¢ formuty na odchylenia standardowe
obydwu parametrow prostej. Najpierw obliczamy wielko§¢

_ | JEDi—(axi+b)]
= n—2_\/ n—2 (1.26)

bedaca estymatorem odchylenia standardowego punktéw od dopasowanej proste;.
Warto$¢ s, stanowi wynik posredni do obliczenia niepewnosci parametréw prostej, ktére obliczamy z for-
mut:

@=-1 ) =sy i+ (1.27)
ula) = — ulb) = -+ —= .
VD’ V'n D
Metode¢ najmniejszych kwadratéw mozna wykorzysta¢ do dopasowania innych zaleznosci funkcyjnych.
Potrzebne algorytmy omawiane sa w podrgcznikach statystyki matematycznej i zaimplementowane w kompu-

terowych programach do analizy danych.

Metoda najmniejszych kwadratow a problem bledéw systematycznych i grubych

Metoda najmniejszych kwadratéw jest oceng typu A — statystyczna analiza serii n par liczb x;, y;. Zapew-
nia oceng niepewnosci u(a) i u(b) pochodzacej tylko od btedu przypadkowego.

Jednakowy dla wszystkich punktéw biqd systematyczny powoduje przesunigcie calego obrazu punktow
eksperymentalnych i prostej. Takie przesunigcie (wzdtuz kierunku x badZ y) wptywa tylko na wartos$¢ para-
metru b prostej. Jest wigc bez znaczenia w sytuacjach, gdy naprawde waznym rezultatem eksperymentu jest
wspotczynnik nachylenia a.

Drugi, czgsto spotykany rodzaj btedu systematycznego, polega na tym, ze punkty odchylaja si¢ od proste;j
na poczatku lub na koficu zakresu pomiarowego. Przy dopasowaniu prostej, tak metoda najmniejszych kwadra-
tow jak i graficzna, nalezy nie braé¢ pod uwage punktdw systematycznie odbiegajacych od zaleznosci liniowe;j
(cho¢ wszystkie punkty pokazujemy na wykresie).

Przejawem bledu grubego jest punkt wykresu drastycznie odbiegajacy od pozostatych. Moze on by¢
wynikiem pomyiki przy wykonywaniu eksperymentu i zapisie jego wynikéw oraz pomyiki przy wprowadzaniu
danych do kalkulatora lub komputera. Nawet pojedynczy taki punkt zdecydowanie psuje jako$¢ dopasowania
metoda najmniejszych kwadratéw.

Reasumujac: wykres umozliwiajacy wizualng oceng danych nalezy wykonaé (lub obejrze¢ na monitorze
komputera) przed przystapieniem do obliczen.

Przykilad 1.8 Dopasowanie prostej metodq najmniejszych kwadratow

Przedstawiony przyktad liczbowy dotyczy zaleznoSci rezystancji opornika platynowego od temperatury.
Zalezno$¢ ta w stosowanym zakresie temperatur opisuje prosta R = at + b, gdzie ¢ jest temperatura mierzong
w stopniach Celsjusza. Przez 15 punktéw do$§wiadczalnych (rys. 1.9) nalezy przeprowadzié¢ prosta metoda
najmniejszych kwadratéw.

Przedstawiona ponizej tabela zawiera wspotrzedne punktéw eksperymentalnych (kolumny x;, y;) i po-
Srednie rezultaty obliczen
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i Xi yi | =% | (i—=%)yi | Syi=yi—(axi+b) | 8}
1 25 | 1094 | 1225 -3829 +0.54 0.29
2 || 30 | 110,1 | 900 -3303 -0,57 0,33
3| 35| 1120 | 625 -2800 -0,48 0.23
4 || 40 | 1147 | 400 -2294 +0,40 0,16
5 || 45| 1160 | 225 -1740 -0,11 0,01
6 || 50 | 1181 | 100 -1181 +0,18 0,03
7 | 55 | 1195 25 -597.5 -0,23 0,05
8 | 60 | 121.8 0 0 +0,25 0,06
9 || 65 | 1231 25 615.5 -0,26 0,07
10 || 70 | 1249 | 100 1249 -0,27 0,07
11 || 75 | 1276 | 225 1914 +0,62 0.28
12 || 80 | 1294 | 400 2588 +0,60 0.36
13 || 85 | 1306 | 625 3265 -0,01 0,00
14 || 90 | 131,9 | 900 3957 -0,52 0.27
15 || 95 | 1341 | 1225 4693 -0,13 0,02
| Suma [[ 900 | 18232 [ 7000 | 25375 0,01 | 2,33 ]

Obliczanie parametrow prostej:

X =900/15 = 60°C
y=1823,2/15=121,55Q

D = 7000 deg?

a =2537,5/7000 = 0,3625 Q/deg
b =121,55—0,3625-60 = 99,80 Q

Na podstawie obliczonych parametrow a i b mozemy wykresli¢ dopasowang prosta. W tym celu oblicza-
my wsp6irzedne dwéch dowolnych punktéw prostej, np. R(100°C) = 0,3625- 100 + 99,8 = 136,05 Q oraz
R(0°C) = b =99,8 Qi punkty te taczymy linia prosta. Zgodnos¢ prostej i punktéw doswiadczalnych stanowi
najlepszy sprawdzian poprawnosci obliczen dokonanych do tej pory!

Na podstawie sumy kwadratéw odchylek punktéw od prostej (ostatnia kolumna tabeli) obliczamy warto$¢

2,3
15-2

Sy = =0,42Q

i niepewnosci standardowe parametréw prostej:

0.42 o 1 602
— T 0.0050 —— b) =0,42) — + = 0,24 O
u(a) /7000 " deg’ u(b) = 0,424/ 75+ 3500 =

W skrécie parametry prostej regresji i ich niepewnosci mozna zapisaé jako:

Q
a=0,3625(50) .. b=99,80(24) ©
eg

Fakt, parametr b jest w granicach niepewnosci rozszerzonej réwny 100 € nie jest przypadkiem. Pomiar
nasz wykonany zostat dla standardowego opornika Pt stuzacego do pomiaru temperatury, produkowanego tak,
by w temperaturze 0 °C jego rezystancja wynosita doktadnie 100 Q.
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1.11 Zastosowanie kalkulatorow i komputeréow do opracowania danych
Kalkulatory

Dobry kalkulator osobisty jest obecnie dla inzyniera réwnie niezbgdny jak przed laty suwak logarytmiczny.
Najlepiej zaopatrzy¢ si¢ w kalkulator ,,naukowy” (SCIENTIFIC) posiadajacy funkcje matematyczne, wyko-
nujacy obliczenia statystyczne i czgsto wyposazony w mozliwos$¢ prostego programowania. JakoS$¢ przyrzadu
i wygoda pracy zaleza w duzym stopniu od jakosci jego przyciskow.

Kalkulatory niskiej klasy pokazuja wszystkie (7 <+ 9) cyfr po przecinku. (Karygodne jest raportowanie
wszystkich cyfr, jako wyniku obliczei — nawet dla wynikéw posrednich zapis 4 cyfr znaczacych na ogét wy-
starcza). Wygodne w uzyciu sa kalkulatory, ktére samoczynnie zaokraglaja do zadanej liczby cyfr po przecinku
w zapisie zwyklym, wzglednie do okreslonej liczby cyfr w przypadku nastawienia na potggowy zapis liczb.

Mozliwo$¢ zaprogramowania kalkulatora pomaga usprawni¢ powtarzajace si¢ obliczenia. Typowym za-
stosowaniem jest obliczanie punktéw krzywej teoretycznej za pomoca wzoru wprowadzonego do pamigci kal-
kulatora.

Wigkszos¢ kalkulatoréw stosuje notacj¢ zwykla, czyli algebraiczna. Warto wiedzieé, ze niektére kalkula-
tory wykorzystuja ,,notacj¢ polska”, zaproponowang w okresie migdzywojennym przez polskiego matematyka
Jana Lukasiewicza (1878-1956). W kalkulatorach takich najpierw wprowadza si¢ liczby, a potem symbol ope-
racji matematycznej (+, —, etc.). Uproszczenie ztozonych obliczen polega na catkowitej eliminacji potrzeby
stosowania nawiaséw 1 znaku ,,=". Kalkulatory wykorzystujace odwrotna notacj¢ polska (np. firmy Hewlett
Packard) maja na obudowie symbol RPN°.

Obliczenia statystyczne przy uzyciu kalkulatora

Kazdy kalkulator naukowy przystosowany jest do obliczania Sredniej i odchylenia standardowego serii n
liczb.

Oznaczenia i sposéb uzycia przyciskéw sa zrealizowane w rézny sposéb, ale schemat obliczen jest taki
sam.

— Wstepem do obliczen jest wyzerowanie statystycznych rejestréw pamigci.

— Nastgpnie wprowadzamy dowolng ilos¢ liczb x;. Nie sa one zapamigtywane, lecz uzyte do tworzenia
w trzech rejestrach sum:

I D 3R
Sumowanie kolejnych jedynek okresla liczbg pomiaréw (Y1 = n), dzigki czemu liczby n nie trzeba
osobno wprowadzac.

— Po wprowadzeniu danych uzycie odpowiednich przyciskéw powoduje obliczenie Sredniej X i estymatora
odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru s,.

— Zreguly nie ma przycisku dla obliczania estymatora odchylenia standardowego $redniej. Trzeba wykonad
dodatkowe obliczenie: u(x) = % (wzor 1.7).

Wiele kalkulatoréw naukowych umozliwia dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw. Schemat
obliczen jest podobny.

— Wyzerowanie statystycznych rejestrow pamigci.

— Wprowadzanie kolejnych par liczb x;, y; . Postuza do tworzenia w 6 rejestrach pamigci sum:

Zl =n, ina inza th Zylza inyi~

— Uzycie odpowiednich przyciskéw umozliwia uzyskanie parametréw a, b prostej (obliczane sa na podsta-
wie zawartoSci ww. rejestréw pamigci).

9skr6t od ang. reverse Polish notation
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— W wigkszoSci kalkulatoréw z zaimplementowanym dopasowaniem prostej nie ma automatycznego obli-

czania niepewnosci u(a) i u(b). Na szczgscie, istnieje zwykle przycisk do obliczania wspdtczynnika ko-
relacji r. Wielko$¢ ta jest bezwymiarowym parametrem statystycznym, tym blizszym wartosci 1 lub —1
im punkty eksperymentalne sa blizsze linii prostej. (Dla danych z przyktadu 1.8 wspdtczynnik korelacji

r =0,9987). Znajomo$¢ r umozliwia obliczenie niepewnosci parametréw prostej za pomoca wzoréw'’:

Y 2
u(a):|a|,/rn2_ 21, u(b) = u(a) ZTX (1.28)

Zawarto$¢ rejestréw statystycznych mozna wydoby¢ z pamigci kalkulatora, warto§¢ inz jest potrzebna
do obliczenia u(b).

Komputery

Typowym zastosowaniem komputera w analizie danych sa obliczenia statystyczne oraz dopasowanie pro-

stej metoda najmniejszych kwadratéw. Uzycie komputera jest wrgcz niezbedne przy duzej liczbie danych,
gdzie jego zasadniczg zaletg jest nie tylko szybkosc¢ obliczen, lecz réwniez mozliwos¢ sprawdzenia, czy nie by-
to pomyiki przy wprowadzaniu danych. Odpowiednie programy sa dostepne w komputerach zainstalowanych
w Pracowni Fizycznej, obejmuja one réwniez mozliwos¢ linearyzacji zaleznos$ci wyktadniczych i potggowych.
Dopasowanie prostej i innych zaleznosci funkcyjnych wchodzi tez w sktad kazdego programu do graficznej
prezentacji danych.

Komputer z drukarka wyposazony w odpowiedni program mozna wykorzysta¢ do sporzadzania wykre-

sOw. Zaawansowane programy graficznej prezentacji danych daja mozliwo$¢ zrealizowania wszystkich omé-
wionych w podrozdziale 1.7 zasad sporzadzania wykreséw. Program taki wykonuje pierwsza wersj¢ wykresu
przy uzyciu domyslnych ustawien. Dla uzyskania pozadanej postaci wykresu szereg rzeczy trzeba zmieni¢ lub
dodad. Przyktadowo, w celu uzyskania wykresu pokazanego na rys. 1.5 dokonano nastgpujacych modyfikacji:

domyslne opisy osi zostaty zastapione wtasciwymi,
powigkszono rozmiar czcionki tak opisu osi jak i podziatek,
dodano dodatkowe dwa boki w celu utworzenia ,,ramki”,
zmieniono kierunek kresek podziatki na ,,do Srodka ramki”,
zmieniono zakres zmiennych na osi tak poziomej jak i pionowej,
zmieniono odlegto$¢ migdzy cyframi opisujacymi podziatki,
usunigto nieopisane kreski obydwu podziatek,

ksztalt punktu zmieniono z kwadratowego na kotowy,

w polu wykresu umieszczono wzor teoretyczny.

Jezeli uzywany przez nas program czego$ nie potrafi — lub nie opanowaliSmy wszystkich jego mozli-

wosci — rozsadnym rozwiazaniem jest uzupelnienie rysunku komputerowego recznie przez dodanie odcinkéw
niepewnosci, dodatkowych linii i opiséw etc. Ostatecznie cztowiek decyduje o poprawnosci uzyskanego wy-
kresu i niedopuszczalne jest rozumowanie: wykres musi by¢ dobry, bo zostat uzyskany przy uzyciu komputera.

10Wzory 1.28 zostaty wprowadzone niedawno (J.Higbie, Uncertainty in the linear regression slope, Am. J.Phys. 59, 184 (1991))
i jak dotad nie trafity do podrgcznikéw i instrukcji kalkulatoréw.
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(a)
(b)
()
(d)

Tabela 1.3: Zestawienie nowych terminéw wprowadzonych przez konwencje GUM

Termin konwencji GUM Terminologia tradycyjna
Niepewnos¢ Btad @, niepewnos¢é
Niepewno$¢ standardowa Btad standardowy, odchylenie standardowe ©
Niepewnos$¢ graniczna(d) Btad graniczny, btad maksymalny, uchyb
Ocena typu A (b)
Ocena typu B (b)
Prawo propagacji niepewnosci Prawo przenoszenia niepewnosci
Prawo propagacji btedu
Niepewnos¢ ztozona (b)
Wspdiczynnik wrazliwosci (b)
NiepewnoS¢ rozszerzona (b)
Wspolczynnik rozszerzenia (b)

rozumiany jako iloSciowa miara doktadnoSci pomiaru
nie byto ogélnie przyjetej jednej krétkiej nazwy
termin byl i jest stosowany, gdy niepewnos¢ standardowa jest obliczana metoda typu A

w Polsce obowigzujacym terminem pozostaje btad graniczny, i tej nazwy trzeba uzyé w tekstach o zna-
czeniu prawnym (np. specyfikacja przyrzadéw pomiarowych, ekspertyzy). Nazwa niepewnosc¢ graniczna
jest uzyta w tekscie aby pozosta¢ w zgodzie z wprowadzonym przez Przewodnik znaczeniem terminéw
btad i niepewnos$¢. Sam Przewodnik nie wprowadzit dla tej wielko$ci osobnej nazwy.
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