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Аннотация. Рассмотрена иерархическая система управления качеством речных вод, включающая в себя предпри-
ятие, сбрасывающее отходы своего производства в реку, государственный надзорный орган, контролирующий качество 
речных вод. Предприятие выполняет роль ведомого, контролирующий орган – ведущего. Задача рассматривается 
в игровой постановке. Численно найдено равновесие Штакельберга, рассчитан индекс системной согласованности 
системы. Проанализированы некоторые возможные ситуации.
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Рассмотрена иерархическая система управления 
качеством речных вод, включающая в себя предпри-
ятие, сбрасывающее отходы своего производства 

в реку и государственный контролирующий орган, 
контролирующий качество речных. При исследова-
нии задачи используются подходы [1–3].

1. Математическая постановка задачи
Предприятие выполняет роль Ведомого, кон-

тролирующий орган – Ведущего. Задача рассматри-
вается в игровой постановке. Первый ход делает 
контролирующий орган (далее центр), вторым ходит 
(принимает свое решение) предприятие. Центр 
в первую очередь стремиться сохранить уровень 
загрязнения ниже установленного порога. При этом 
центр максимизирует средства в централизован-
ном фонде охраны природных ресурсов. Для обоих 
игроков известны целевые функционалы, которые 
они стремятся максимизировать. Речная система 
пассивна, уровень её загрязнения описан дифферен-
циальным уравнением (3).

– контролирующего органа

	 J0=∫
∆

0
(–CA(P)) + F(P)(1–P))dt → ma

T
x	 (1)

– предприятия

	 J1=∫
∆

0
(z–CP(P)) + F(P)(1–P))dt → ma

P
x	 (2)

Уравнение динамики загрязнения в РС

	  = f(P,B)	 (3)

Начальное условие
B(0) = B0	 	 (4)
Целевые функционалы (1), (2) рассматриваются 

при ограничениях на управления
– контролирующего органа
0 ≤ T ≤ Tmax		  (5)

– предприятия
0 ≤ T ≤ 1 – ε		  (6)

Центр стремится удержать загрязнение речной 
системы ниже установленной законодательством 
величины:

B ≤ Bmax		  (7)

Здесь
∆ – время на котором производится исследова-

ние;
t – текущий момент времени;
P – управление предприятия функция степени 

очистки сточных вод на предприятии;
T – управление центра – функция платы за сброс 

единицы загрязняющих веществ;
B – концентрация загрязняющих веществ в реч-

ной системе;
B0  – концентрация загрязняющих веществ 

в начальный момент времени;
СA(P) – материальные потери общества от загряз-

нения речной воды;
СP(P)  – затраты на очистные мероприятия на 

предприятии;
F(T) – функция платы за сброс загрязнений;
f(B)  – функция динамики распространения 

загрязнений;
z = const – текущая прибыль предприятия
Tmax= const установленное законом максимальное 

значение платы за сброс загрязняющих веществ;
ε = const; 0 < ε <1 характеризует невозможность 

полной очистки сточных вод;
Bmax – максимально допустимое загрязнение реч-

ной системы.
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При исследовании модели (1) – (3) использованы 
функции:

СA(P) = СA(1–P)3
2
–;      СP(P) = D.P

1–P ;

F(T) = A.T3;       f(P,B) = α(1–P)–k1.B–k2.B
0,2

где:
CA= const – коэффициент материальных потерь 

общества от загрязнения речной воды;
α = const – коэффициент загрязнения речной 

системы;
k1 = const , k2 = const– коэффициенты самоочище-

ния речной системы;
A = const – коэффициент платы за сброс загряз-

нений;
D = const  – коэффициент затрат на очистные 

мероприятия.
Тогда целевые функционалы субъектов управ-

ления и уравнение динамики (1) – (3) примут вид:

	 J0=∫
∆

0
(–CA(1–P)3

2
–) + A.T3(1–P))dt → ma

T
x	 (8)

– предприятия

	 J1=∫
∆

0
(z– D.P

1–P) – A.T3(1–P))dt → ma
P

x	 (9)

	 Ḃ = α(1–P)–k1. B–k2.B
0,2	 (10)

Ограничения (5) – (7) и начальное условие (4) 
остаются неизменными.

2.	 Исследование модели
Далее численно находится равновесие Штакель-

берга. Для нахождения равновесного управления 
используется имитационное моделирование. Для 
этого функции управления центра и предприятия 
преобразуются в сеточные функции. Области зна-
чения этих функций соответствуют ограничениям 
(5), (6). Области значений разобьем на N- 1 равную 
часть, чтобы функция могла принимать N значений. 
Область определения соответствует исследуемому 
промежутку времени [0, ∆]. Область определения 
разбивается на ∆–1 равную часть. Тогда целевые 
функционалы (8) и (9)примут вид.

	 J0=Σ
i

∆

=0((–CA(1–Pi)
3
2
– + A.Ti

3(1–Pi))1
∆)dt → ma

T
x	 (11)

	 J0=Σ
i

∆

=0((z – D.Pi
1–Pi

 + A.Ti
3(1–Pi))1

∆)dt → ma
P

x	 (12)

Управление центра и предприятия будем запи-
сывать с помощью вектора, длины ∆, такие векторы 
будем называть векторами управления. Обозначим:

P = (P0, P1, … P∆)
T = (T0, T1, … T∆)
Для адекватного имитирования загрязнения РС 

такое разбиение не подходит, т.к. пересчет состо-
яния РС должен производится хотя-бы несколько 
десятков раз в сутки. Для определенности в даль-

нейшем будем производить пересчет состояния РС 
100 раз в сутки. Разобьём исследуемый временной 
отрезок [0, ∆]  на M=∆.365.100=36500.∆ частей. Тогда 
дифференциальное уравнение (10) можно записать 
следующим образом:

	 B(ti+1) = α(1–Pj)–k1. B(ti)–k2.B
0,2(ti)	 (13)

где
	 t [0, ∆]; i [0, M]; j = i/36500.

В модели используется информационный регла-
мент, соответствующим играм Штакельберга без 
обратной связи по управлению. Численный алго-
ритм построения равновесия Штакельберга для 
предложенной модели состоит в следующем:

1)	 Для определения оптимальной стратегии 
центра перебираются все допустимые значения век-
тора T.

2)	 В ответ на выбранную стратегию ведущего 
необходимо вычислить оптимальный ответ пред-
приятия P. Для этого перебираются все допустимые 
значения вектора P.

3)	 Для каждой полученной пары проведем 
имитацию загрязнения речной системы, если на 
протяжении всей имитации уровень загрязнения не 
превысит максимально допустимого значения Bmax, 
то для текущей пары векторов T и P вычисляется 
доход предприятия J1.

4)	 Вектор P* с наибольшим значением J1 и будет 
оптимальным ответом предприятия для пункта 2.

5)	 Центр для каждой своей стратегии получает 
оптимальный ответ ведомого. Для каждой пары век-
торов (T, P*) вычисляется доход центра J0. Пара (T*, 
P*) с наибольшим значением J0 является равновесием 
по Штакельбергу.

Подробнее опишем имитацию загрязнения реч-
ной системы. Как было сказано ранее, для точности 
имитации мы будем производить 100 вычислений 
в сутки, а исследуемый временной отрезок [0, ∆] 
разобьём на M = 36500.∆  частей. Из начального 
условия известно, что B(0) =B0. Теперь для каж-
дого момента времени ti+1 будем вычислять B(ti+1) 
по формуле (13). Если в какой-то момент времени 
будет нарушено условие Bi ≤ Bmax, то имитация пре-
кращается. В противном случае вычисления будут 
прекращены, когда ti+1 достигнет значения ∆.

Для аналитического исследования модели (1) – (7) 
были использованы следующие входные данные.

∆ = 3; CA = 400; A = 0.018; z = 2000; D = 600; 
Tmax = 100; ε = 0.3; αA = 11; k1 = 0.2; k2 = 0.36; B0 = 0.1;  
Bmax = 10; N = 3.

Для сравнения эффективности решений рас-
считывается индекс системной согласованности 
предложенной модели.
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Для этого найден глобальный максимум первого 
игрока, т.е. рассчитывается прибыль первого игро-
ка при благожелательности второго (глобальный 
максимум для первого игрока). Для вычисления 
этой величины необходимо на этапе 4 описанного 
выше алгоритма, вычислять также J0, максимальное 
полученное значение обозначим J0

0.Тогда индекс 
системной согласованности вычисляется по фор-
муле:

K = J 
J0

0  

где J  – исследуемое решение.
Используя различные наборы данных, получены 

следующие выводы:
1. С ростом коэффициента платы за сброс загряз-

нений растет доход центра, но падает индекс систем-
ной согласованности.

2. При пересечении коэффициентом загрязнения 
РС α значения 10.5 резко снижается доход центра 
и предприятия, а также значительно падает индекс 
системной согласованности.

3. С ростом коэффициента материальных потерь 
общества от загрязнения речной воды медленно 
падает доход центра, но увеличивается индекс 
системной согласованности.

4. При росте коэффициента затрат на очистные 
мероприятия падает доход предприятия, при этом 
доход центра и индекс системной согласованности 
остаются низменными.

5. Чем меньше становиться предел очистки сточ-
ных вод, тем меньше у предприятия остается управ-
лений, удовлетворяющих условию B ≤ Bmax. В конеч-
ном итоге предприятие не может очищать сточные 
воды так, чтобы не превысить ограничение Bmax.

6. С ростом начального загрязнения РС меняется 
стратегия ведомого. Чем хуже ситуация в речной 
системе тем сложнее предприятию выбрать выгод-
ную стратегию, это ведет к дополнительным расхо-
дам на очистные мероприятия.

7. Коррупция негативно влияет на контроль каче-
ства речных вод, но повышает системную согласо-
ванность системы управления.

3. Заключение
Предложена двухуровневая иерархически орга-

низованная модель для описания системы управ-
ления качеством речных вод. В качестве субъектов 
управления учитываются субъекты двух уровней – 
государственный орган контроля и предприятие. 
Предложен алгоритм нахождения равновесия Шта-
кельберга для данной модели, который реализует-
ся численно. Проведена программная реализация 
указанного алгоритма. Получены многочисленные 
результаты, которые всесторонне проанализиро-
ваны. Во всех примерах найден индекс системной 
согласованности модели. Сделанные выводы при-
ведены выше.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, проект №18–01-00053.
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Abstract. We considered a hierarchical system of river water quality management, which includes an enterprises that 
discards waste from its production into the river, a state supervisory authority that controls the quality of river waters. The 
enterprises performs the role of the Follower, the supervisory authority – the Leader. A task is solved in the playing raising 
according to informative regulation of Stackelberg’s games. The Leader does motion the first. He chooses the strategy of 
management by the first. The enterprises does the motions when the choice of the Leader already known. A task is investigated 
at the account of limits on the state of the dynamic system. The Nash equilibriums is built in the game between enterprises. 
Each of control subjects aspires to maximization of the income at certain limits on the managements. It is assumed that 
the managing parameters of subjects lie in the set range. The task is examined in the hierarchical raising. The Stackelberg’s 
equilibrium is searched in the hierarchical game of two persons. The Leader is the anchorman (leader) and the enterprises play 
role of slave. The algorithm of construction of the Stackelberg’s equilibrium is indicated. In case of sedate entrance functions 
an Stackelberg’s equilibrium is built analytically. The case of arbitrary number of agents is investigated. The Stackelberg’s 
numerical equilibrium is found, the compatibility index of the system was found. A study of opportunistic behavior of industrial 
enterprises is undertaken. The analysis of the got results is conducted. The row of conclusions is done about behavior of 
management subjects.

Keywords: Stackelberg’s game, hierarchy, control of river water, numerical methods/
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