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Аннотация. Рассматриваются динамические теоретико-игровые модели борьбы с коррупционным поведением 
субъектов в моделях согласования частных и общественных интересов. Решение строится численно, на основании 
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1. Введение
Большинство статей, посвященных коррупции, 

имеют статическую постановку и описывают вза-
имоотношения между взяткодателем и субъектом, 
который эту взятку берет. В основном это многоша-
говые теоретико-игровые модели, в которых дина-
мика управляемой системы явно не описывается.

Статья С. Роуз-Аккерман [1] считается пионерской 
работой в математическом моделировании коррупции. 
Эта работа адаптирует идеи Г. Беккера, относящиеся 
к моделированию абстрактного рода преступлений 
и методике выбора соответствующих наказаний [2]. 
Согласно Беккеру, борьба с преступностью целесо-
образна, если в её результате сокращение ущерба от 
преступности превысит затраты на борьбу. Эти идеи 
развиты в монографиях Роуз-Аккерман [3,4].

С ростом публикаций по данной тематике появи-
лось разделение на административную и экономи-
ческую коррупцию. При административной кор-
рупции за взятку ослабляются административные 
требования, а при экономической взятке позволяет 
ослабить экономические требования субъекта верх-
него уровня управления. При моделировании адми-
нистративная коррупция означает воздействие на 
множество допустимых стратегий ведомого игрока 
с обратной связью по величине взятки, а экономи-
ческая – воздействие на его функцию выигрыша 
с дополнительной обратной связью по взятке.

Подробный обзор и анализ статических моделей 
коррупции в иерархических системах дан в работе 
А. Мишры [5], где имеется обширная библиография. 
Детальный разбор моделей этого класса приводится 

также в учебном пособии [6]. Авторская концепция 
математического моделирования коррупции в иерар-
хических системах управления представлена в [7].

Среди публикаций в динамической постановке 
можно отметить работы [8–13]. Работа [8], одна из 
первых в данном направлении, содержит рекурсив-
ную постановку задачи, в которой учитывается, что 
если контролер вступает в сделку с проверяемым, то 
он сам может быть пойман, и ему, в свою очередь, 
придется включиться в коррупционную цепочку 
уже в качестве дающей стороны. Коррупционная 
цепочка может быть как конечной, так и бесконеч-
ной. Авторы [8] показали, что при определенных 
условиях повышение вероятности наказания име-
ет больший эффект в  борьбе с  коррупцией, чем 
увеличение штрафа. В статье [9] рассматривает-
ся двухшаговая модель принципал – контролер – 
агент, в которой принципал использует нелегальный 
характер сделок контролера и исполнителя и может 
за счет этого в  долгосрочном периоде получить 
больший выигрыш, чем в краткосрочном. В работе 
[10] показано, что эволюция коррупции в экономике 
может привести к состоянию взрыва, так называе-
мой «революции честности», в результате которой 
управляющий вектор системы переходит в новое 
состояние. В модели [11] показываются ситуации, 
в которых экономики с одинаковыми параметрами 
развития находятся на разных уровнях коррупции.

Данная работа развивает статьи [12–14]. Модель, 
аналогичная исследуемой в статике в статье [14], рас-
сматривается в динамической постановке и исследу-
ется методами, описанными в статьях [12,13].
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2. Теоретическая модель коррупции в иерархи-
ческой системе управления

Рассматривается динамическая модель производ-
ства общественного блага с учетом коррупционного 
распределения ресурсов и частных интересов агентов. 
Эту модель можно описать как цепочку «супервай-
зер – агент(-ы) – управляемая динамическая система».

Уравнение динамики имеет вид

	 (1)

R > 0 – ресурс, имеющийся у супервайзера, который 
необходимо распределить между агентами для повы-
шения общественного блага; ci > 0 – доля обществен-
ных инвестиций – процент средств, выделяемый i-м 
агентом на улучшение системы; ki > 0 – коэффициент 
общественного дохода – уровень воздействия на 
систему i-м агентом; ri = ri(bi(t)) – доля i-го агента 
в распределении ресурса R – является управлением 
супервайзера и зависит от взятки; m > 0 – коэффи-
циент амортизации общественного блага – отражает 
износ и разрушение системы со временем; x(t) – 
фазовая переменная – отражает состояние системы; 
x0 – начальное состояние.

Доход агента состоит из прибыли, полученной от 
частной деятельности, в которую вкладываются все 
средства, оставшиеся после выделения их части на 
производство общественного блага и взятку. Таким 
образом, функционалы агентов имеют следующий вид:

	

(2)

ai > 0 – коэффициент частного дохода – отражает 
доходность, которую агенты получают, направляя на 
частные цели; bi(t) – доля «отката» – процент от полу-
ченного ресурса, который возвратится супервайзеру 
в случае повышенной доли в изначальном распреде-
лении; si > 0 – доля в распределении общественного 
блага – процент, на основании которого все участ-
ники системы получат вознаграждение, зависящее 
от её текущего состояния, =1, s0 > 0  – доля 
супервайзера. ρ – коэффициент дисконтирования.

Наконец, супервайзер, распределяющий ресурс, 
имеет доход от взяток за вычетом штрафа при поим-
ке и официальную оплату:

	

(3)

p ∈[0,1] – вероятность поимки взяточника;

M >> 1 – коэффициент штрафа, который накла-
дывается при поимке.

Учитывая следующие ограничения на управления

	
(4)

получаем теоретико-игровую модель (1)-(4).
Функции ri(t) определяются следующим образом:

	

(5)

В случае, когда никто не предлагает взятку, супер-
вайзер распределяет ресурс пропорционально воз-
действию агентов на систему. Иначе, если хотя бы 
один агент даёт взятку, распределение ресурсов 
строится на основании полученного «отката».

Для решения данной задачи используется прин-
цип максимума Понтрягина [15]. Функция Гамиль-
тона H имеет следующий вид:

	

(6)

Имея это уравнение, определим необходимые 
условия экстремума:

• уравнение состояния:

• сопряжённое уравнение:

• трансверсальность по x: 
• уравнение управления:

 
Уравнение

сводится к полиному четвертой степени относи-
тельно функции bi, поэтому дальнейшее иссле-
дование было проведено с помощью численных 
методов. Так как удалось получить явно функцию 
λ*(t), то был разработан численный алгоритм, 
основанный на принципе максимума Понтряги-
на, за исключением того, что нет необходимости 
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в  начальной пристрелке сопряженной перемен-
ной.

Анализируя сопряженное уравнение, можно 
заметить, что оно линейно по состоянию. Таким 
образом, вне зависимости от выбора вида функции 
ri можно получить вид λ*(t). Для этой и некоторых 
других переменных допустимо опускание индек-
са в силу одинакового построения функционалов 
агентов.

Сопряженное уравнение и условие трансверсаль-
ности для λ*(t):

Решая данное дифференциальное уравнение, 
получим

При расчетах использовались следующие значе-
ния параметров:
•	 время рассмотрения T = 10 лет. Вычисления про-

изводились «раз в месяц» – число разбиений – 
120;

•	 начальное состояние системы x0 = 0;
•	 количество агентов – 3;
•	 коэффициент дисконтирования ρ = 0.01;
•	 коэффициент амортизации системы m = 0.05;
•	 вероятность поимки p = 0.05;
•	 коэффициент штрафа при поимке M = 50. Данное 

значение основано на российском законодатель-
стве [16];

•	 коэффициент общественного дохода был взят 
одинаковым ki = 1.5;

•	 коэффициенты частного дохода и обществен-
ных инвестиций образовали «обратно пропор-
циональную» зависимость: [1.25;1.50;1.75] против 
[0.75;0.50;0.25] соответственно.
Количество агентов взято так, чтобы показать 

различные уровни вклада в общественное благо 
и взятки: средний, ниже и выше среднего. При этом, 
агенты считались равными по возможностям, то 
есть воздействовали на систему с одинаковым коэф-
фициентом, увеличивая вложенный ими на развитие 
блага ресурс в полтора раза. Начальное состояние 
системы было принято нулевым.

Значения выделяемого ресурса R варьировались. 
Доли распределения общественного блага брались 
двумя способами: полное распределение средств, 
равное состоянию системы (случай =1), либо 
процент от состояния системы. Разделение проис-
ходило в одинаковых пропорциях, но во втором 
случае распределялось 10  % состояния системы. 
Агенты получали по 30 % от распределяемой суммы, 
супервайзер – 10 %.

Результаты моделирования приведены в Таблице 1.

Для каждого значения выделяемого ресурса при-
ведены четыре строки. Первые две строки отражают 
состояние системы и выигрыши участников при 
наличии взятки и без нее когда =1. В двух 
нижних строках отражается случай =0.1<0, 
с аналогичным разделением – верхняя с взяткой, 
нижняя – без взятки. Столбцы выигрышей агентов 
состоят из двух слагаемых: частной деятельности 
и дохода от общественного блага соответственно.

При расчетах, чтобы избежать неконтролиру-
емых результатов, ограничения параметра были 
следующие: изначально производился «откат» в раз-
мере трети средств, оставшихся от выделения на 
общественное благо. В дальнейшем этот параметр 
изменялся от 0 % до 95 %, то есть, при пересечении 
этих границ искусственно выставлялись данные 
значения.

Единицы измерения из списка параметров без-
размерные, за исключением времени. Ресурс, состо-
яние системы и прибыль участников измеряется 
в условных единицах (у.е.).

Полученные результаты позволяют сделать 
несколько выводов.

Разница между состояниями систем в коррупци-
онном и бескоррупционном случаях варьируется от 
3 % до 10 % в пользу отсутствия коррупции.

При достаточно малой доли вероятности поимки, 
при наличии коррупции супервайзер всегда терпит 
убытки.

При начислении дохода от общественного блага 
в  случае распределения некоторого процента от 
состояния системы, супервайзер терял суммы, пре-
вышающие его некоррупционный доход в тридцать 
шесть раз при R = 100, и в двенадцать раз при R = 
50000. Если же на доход участникам распределялось 
всё общественное благо полностью, то супервайзер, 
при отказе от коррупции, получал прибыль до трех 
раз большую, чем потери при её наличии R = 5000 
и R = 50000.

Деятельность агентов также проявила несколько 
зависимостей. Наименьшую коррупционную актив-
ность показал агент с наибольшим уровнем частного 
дохода. Только в первых трех случаях (1, 3, 5 стро-
ки) из двенадцати он увеличивал уровень взятки 
до максимума. В остальных случаях наблюдалось 
сохранение и снижение начального уровня.

Чуть большую активность показал агент с наи-
меньшим уровнем частного дохода. Максимальный 
уровень «взятки» был при R = 100. В строке 7 данный 
уровень после снижения до середины рассматри-
ваемого периода установился на уровне в два раза 
больше начального. При расчетах 9 строки взятка 
сначала увеличивается в два раза, а затем незначи-
тельно снижается на протяжении всего периода. 
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Системный анализ и моделирование экономических процессов и систем 

А вот в случае 11 строки коррупционная активность 
агента поднялась на максимум в конце рассматри-
ваемого периода.

Агент, который имел средний уровень частно-
го дохода, показал наибольшую коррупционную 

активность. Он отдавал на взятку все свои средства 
в случаях расчета 1, 3, 5, 9 строк. При этом, в случае 
7, снижая начальный уровень взятки первую поло-
вину рассматриваемого периода, он увеличивает ее 
в двое от начального во второй половине.

Таблица 1
R № xT J0 J1 J2 J3

100

1 1317 -2199 49 + 1968 106 + 1968 176 + 1968
2 1415 705 338 + 2115 574 + 2115 821 + 2115
3 1273 -2559 124 + 189 102 + 189 189 + 189
4 1415 70 338 + 211 574 + 211 821 + 211

500

5 6584 -10557 264 + 9822 621 + 9822 1247 + 9822
6 7075 3525 1693 + 10576 2874 + 10576 4106 + 10576
7 6686 -5376 927 + 985 2206 + 985 3840 + 985
8 7075 352 1693 + 1057 2874 + 1057 4106 + 1057

1000

9 13269 -11405 1526 + 19908 1576 + 19908 6351 + 19908
10 14151 7050 3387 + 21152 5748 + 21152 8213 + 21152
11 13065 -8973 1761 + 1945 4652 + 1945 8343 + 1945
12 14151 705 3387 + 2115 5748 + 2115 8213 + 2115

5000

13 64300 -12926 9288 + 97109 23923 + 97109 42561 + 97109
14 70757 35253 16935 + 105760 28740 + 105760 41066 + 105760
15 65745 -45780 9748 + 9837 23514 + 9837 41283 + 9837
16 70757 3525 16935 + 10576 28740 + 10576 41066 + 10576

10000

17 130752 -30211 19325 + 196004 47315 + 196004 83370 + 196004
18 141515 70507 33871 + 211521 57481 + 211521 82133 + 211521
19 131689 -92195 19528 + 19693 46986 + 19693 82343 + 19693
20 141515 7050 33871 + 21152 57481 + 21152 82133 + 21152

50000

21 658447 -165281 97644 + 984598 235000 + 984598 411765 + 984598
22 707575 352536 169356 + 1057608 287407 + 1057608 410667 + 1057608
23 659237 -463894 97740 + 98537 234711 + 98537 410748 + 98537
24 707575 35253 169356 + 105760 287407 + 105760 410667 + 105760

В наиболее коррупционных случаях, то есть 1, 3 
и 5, имелись начальные попытки снизить уровень 
коррупции до нуля. В  связи с  тем, что все аген-
ты индивидуалисты, то они делали это в разные 
моменты времени, отчего их доля в распределении 
бюджета падала, что и вызывало необходимость 
в повышении данного параметра.

Данные действия связаны с тем, что доход от 
частной деятельности в этих случаях меньше, при 
частичном распределении стоимости системы и зна-
чительно меньше, при полном. С ростом выделя-
емого ресурса, разница между частным доходом 
и состоянием системы сокращалась, что, по мнению 
автора, и является основным фактором снижения 
уровня взятки.

При этом агентам, у  которых частный доход 
не был наибольшим, более выгодно объединить-
ся в коалицию и убедить остальных отказаться от 
взятки, так как их частный доход возрастал от этого 
на 70 % и более.

3. Заключение
В статье в игровой постановке исследуется дина-

мическая модель согласования общественных и част-
ных интересов при наличии коррупции. Изменение 
состояния системы описывается обыкновенным диф-
ференциальным уравнением. Исследование проведе-
но с точки зрения агентов. Для получения графиче-
ских результатов построенной модели и аналогичных 
ей, создана программная реализация используемого 
алгоритма, учитывающая особенности полученных 
данных в ходе вычислений. На основе полученных 
данных сделан разбор различных ситуаций и даны 
рекомендации по предотвращению явления корруп-
ции в сферах, которые можно формализовать данной 
моделью. Для эффективной борьбы с экономической 
коррупцией в рамках предложенной модели супер-
вайзеру невыгодно брать взятки при любом уровне 
доходности, так как даже при минимальном нака-
зании он всегда в «минусе». Для агентов, к которым 
в данном случае не применялось наказание за взятку, 
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отказ от нее также выгоден, если они будут делать это 
кооперативно. При этом возрастет как их частный 
доход, так и доход от общественного блага.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, проект №18–01-00053.
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