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Аннотация. В статье моделируется система контроля качества речных вод. Используется теоретико-игровой 
подход. В качестве базовой модели используется двухуровневая иерархически организованная модель. В качестве 
субъекта управления верхнего уровня в модели рассматривается государственный контролирующий орган, а в роли 
субъекта нижнего уровня выступает промышленное предприятие, сбрасывающее отходы своего производства в водо-
ток. Целевые функции субъектов отражают их стремление к максимизации, остающихся в их распоряжении средств. 
Основной целью субъекта управления верхнего уровня является обеспечение не превышения предельно допустимых 
концентраций загрязняющих веществ в речной системе. Задача рассматривается в статической постановке. Исполь-
зуется информационный регламент игры Штакельберга. Указан алгоритм построения равновесия. Для частного вида 
входных функций этот алгоритм реализован аналитически. Приведены примеры проведенных расчетов, сделан ряд 
выводов относительно оптимального поведения субъектов.
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Экологические проблемы в  наше время при-
влекают всеобщее внимание. Растущее количество 
производственных предприятий, осуществляющих 
сброс загрязняющих веществ в реки вместе со сво-
ими сточными водами, приводит к  увеличению 
затрат государства на проведение водо-охранных 
мероприятий [1,2]. Предотвратить излишние рас-
ходы и оптимизировать работу контролирующих 
органов можно с помощью создания и исследова-
ния математических моделей иерархических систем 
управления [3].

При моделировании систем управления различ-
ной природы и структуры чаще всего используются 
двухуровневые иерархически организованные моде-
ли, включающие двух субъектов управления (Веду-
щего – Ведомого). Ведущий контролирует состояние 
экосистемы опосредованно, через воздействие на 
Ведомого [4–6]. При описании взаимодействия Веду-
щего и Ведомого используется информационный 
регламент игры Штакельберга.

1. Математическая модель системы контроля 
качества речной воды

Рассмотрим двухуровневую систему контроля 
качества сточных вод. Пусть вдоль реки расположе-
но промышленное предприятие, которое сбрасывает 
в реку загрязняющие вещества вместе со сточными 
водами. За состоянием речной воды следит государ-
ственный орган, который назначает размер платы за 
сброс загрязнений в водоток.

В данной модели государственный орган явля-
ется Ведущим, а предприятие Ведомым. Каждый из 
них преследует свои цели и старается достичь опти-
мального решения своей целевой функции.

Ведущий стремится к максимизации полученных 
от предприятия средств в экологическом фонде. Его 
целевая функция принимает вид:
	 Y0(p,T)=F(T)(1-p)– C0((1–p))→max	 (1)

Ведомый преследует свои личные цели, стре-
мясь максимизировать свою прибыль. В  данной 
модели мы рассмотрим в качестве целевой функции 
Ведомого минимизацию расходов на водо-охранные 
мероприятия:
	 Y(T,p)=F(T)(1-p)+ C(p)→min	  (2)

Переменная p является степенью очистки сточ-
ных вод на предприятии. Так как полная очистка 
сточных вод не возможна, то необходимо наложить 
ограничение
	 0≤p≤1–ε	  (3)

Здесь F(p) – функция, обозначающая размер платы, 
взымаемой с Ведомого. Положим F(T)=(AT+B) (1–p). 
Значение переменной Т, обозначающей плату за еди-
ницу сброшенных загрязняющих веществ, определя-
ется Ведущим. Преследуя свои цели, Ведущий может 
назначать такой размер платы за сброс загрязнений, 
при котором предприятие может стать убыточным, 
что приведет к его разорению. Вводится следующее 
ограничение на управление Ведущего
	 0≤T≤Tmax	

Функции C(p) и  C0(p) обозначают затраты на 
очистку сточной и речной вод Ведомым и Веду-
щим соответственно. Для предприятия эта функция 
должна стремиться к 0 при p→0 и к ∞ при p→1-ε. Для 
Ведущего все наоборот. Возьмем следующие функ-
ции, удовлетворяющие этим ограничениям:

	 C(p) = – Dp
(1–p); C0(1–p)α,	

где С – const.
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Таким образом, функции (1) и  (2) принимают 
новый вид:
	 Y0(T)=(AT+B)(1-p)– C0(1–p)α→max	 (4)

	 Y0(p)=(AT+B)(1-p)+ Dp
(1–p) 

→min	 (5)

где A, B, D = const.

2. Алгоритм построения равновесия Штакель-
берга

Для нахождения решения в  зависимости от 
начальных условий необходимо найти равновесия 
Штакельберга, которым являются пары [p*,T*], где 
p* – стратегия Ведомого, а T* – Ведущего.

Будем считать, что государственный орган осве-
домлен о деятельности предприятий и мерах, пред-
принимаемых ими для очистки воды, что позволяет 
считать целевую функцию предприятия известной 
Ведущему. На основе этого он может выбрать, какая 
из стратегий ему более выгодна.

Для начала рассмотрим функцию Y(p) и  воз-
можные стратегии Ведомого. Есть три очевидных 
варианта:

1) Ведущий назначает такой размер штрафа, что 
предприятию выгоднее не проводить водоочисти-
тельных мероприятий, а просто заплатить штраф 
за выброс отходов.

2) Ведущий назначает такой штраф, что предпри-
ятию выгодно бросить все силы на максимальную 
очистку воды.

3) Целевая функция Ведущего достигает мини-
мума в промежуточном значении степени очистки.

Найдем точку экстремума целевой функции 
Ведомого.

Y(p)=(AT+B)(1-p)+ Dp
(1–p);

Y΄(p)=–AT–B+ D
(1–p)2=0;

p0=1–√ D
AT+B=0;

Вторая производная положительна Ý (́p)= 2D
(1–p)3

в  точке p0, следовательно, найденный экстремум 
является минимумом.

Теперь из полученного решения найдем, при 
каких T выбирается каждая из трех стратегий.

1) p0=0. Следовательно,

1–√ D
AT+B=0; 1=√ D

AT+B=0;       T=D–B
A .

2) p0=1–ε

1–√ D
AT+B=1–ε;     T=

D–B
ε2

A .

3) Таким образом, стратегия p* выбирается по 
следующим условиям:

	  

(6)

Для удобства обозначим T= D–B
A , T=

D–B
ε2

A , перепи-
шем (6) с новыми обозначениями.

	  (7)

Теперь вернемся к стратегиям Ведущего.
Промежуток {0;Tmax}разбивается на три отрезка, 

на каждом из которых p* принимает разные значения.
1)	 Пусть p*=0, T∈{0;T}. 
	 Y0(T)=AT+B–C; Ý(T)=A
Производная не равна 0 на всем промежутке 

[0;T1], значит, функция принимает максимальное 
значение на концах отрезка.

	 Y0(0)=B–C
	 Y0(T1)=AT1+B–C
Следовательно, AT1+B–C > B–C и T*=T1

2)	 Пусть p*=p0=1– D
AT+B, T∈[T1;T2]. Тогда

	 Y0(T)=(AT+B)(1–p0)–C0(1–p)α

	 Ý0(T)=(AT+B) D
AT+B–C D

AT+B
α

Отсюда
Y0(T)=(AT+B) D

AT+B– D
 (AT+B)α

Y0(T)=(AT+B) A D
 AT+B–(AT+B)  DA

 2  (AT+B)3 –C  Dα α
  (AT+B)α+1· A

2  (AT+B)α

Найдем экстремум функции
A D

 AT+B–(AT+B)  DA
 2  (AT+B)3 –C  Dα α

  (AT+B)α+1· A
2  (AT+B)α=0,

т.е.

  
и

  
Для того, чтобы определить является ли эта точка 

максимумом или минимумом, найдем вторую про-
изводную целевой функции:

Первый множитель больше нуля при любых зна-
чениях T. Отсюда следует, что второй множитель 
должен быть меньше нуля в точке экстремума.

, т.е. 

Знаменатель всегда положителен, следовательно 
рассматриваем только числитель. Подставим в него
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:

Отсюда следует, что в точке целевая функция 

достигает своего максимума.

3) Пусть p* 1–ε, T∈[T2;Tmax].
	 Y0(T)=(AT+B)ε–Cεα

	 Ý(T)=Aε
Производная не равна нулю на всем промежутке, 

значит, функция принимает максимальное значение 
на концах отрезка.

Y0(T2)<Y0(Tmax)
T*=Y0Tmax
Равновесием будет одна из пар стратегий:
(0,T1),(p0,T0)(1– ε,Tmax). 
Отсюда, имеем пары стратегий

.

Одна из этих стратегий и задает равновесие Шта-
кельберга в зависимости от входных данных.

3. Заключение
В работе на основе теоретико-игрового и иерар-

хического подходов предложена оригинальная двух-
уровневая математическая статическая модель кон-
троля качества речных вод. В предложенной модели 
учитываются интересы субъектов управления двух 
уровней (Ведущего и Ведомого). Предложен алго-
ритм построения равновесия Штакельберга при 
побуждении для рассматриваемой системы управле-
ния. Осуществлена реализация данного алгоритма 
для входных функций частного вида. Аналитически 
найдены равновесия Штакельберга в зависимости от 
входных параметров модели. Проведен их анализ, 
сделаны выводы относительно оптимальных стра-
тегий субъектов управления.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований, 
проект № 15-01-00432.
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Abstract. The checking of quality of river waters system is designed in the article. The theoretic-game approach and two-
level hierarchical management system are used for searching optimal subject’s behavior that is introduced as Stackelberg’s 
equilibrium. The two-tier hierarchically organized model is used as a base model. In this model there are two hierarchically 
organized subjects of managements. There is a facility, which discharges polluting into the river. The public supervisory organ 
ensures that the maximum permissible concentrations of pollutants in the river system are not exceeded. A public supervisory 
organ is a subject of management of the top level. An industrial enterprises play role of the subject of bottom level. An 
industrial enterprises throwing down wastes of the production in a river system. The main purpose of the government body 
is maximization of the funds for quality control of river water. The facility tries to minimize the expenses for water-purification. 
The objective functions of subjects reflect their aspiring to maximization, remaining in their order facilities. The primary 
purpose of the top level management subject is providing not exceeding maximum of possible concentrations of pollutions 
in the river system. The method of impulsions is used in this models as the method of hierarchically managements/ A public 
supervisory organ A task is examined in the static raising. Informative regulation of Stackelberg’s games is used. The algorithm 
of construction of equilibrium is indicated. For the private type of entrance functions this algorithm is realized analytically. 
Examples of the conducted calculations are made, the row of conclusions of relatively optimal behavior is done subject.

Keywords: river water, management, hierarchy, impulsion, equilibrium, Stackelberg’s games.
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