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Аннотация. Предложен подход для решения проблемы оптимального промысла в водоеме с заповедником. Пред-
полагается, что рыбная популяция мигрирует между районом вылова и заповедным районом. Разработана эколого-эво-
люционная модель, в которой процесс миграции рыбы задается марковской матрицей. Выявлены “базисные” маршруты, 
из которых может быть собран любой другой маршрут. Этот факт имеет ключевое значение при построении быстро-
действующих алгоритмов эволюционного моделирования миграции. Рассмотрено взаимовлияние вылова и миграции 
рыбной популяции. Определены стратегии оптимального вылова и найдены соответствующие эволюционно- устойчивые 
маршруты миграции. Приведены численные расчеты по модели при вариации экологической емкости заповедника. 
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В традиционных моделях оптимального выло-
ва, как правило, не учитывается эволюционный 
ответ рыбной популяции на промысел. Так, характер 
пространственно распределенного вылова может 
вызвать изменение маршрута миграции. В данной 
статье предлагается подход, в рамках которого мож-
но эффективно решать указанную проблему.

Пусть водоем разбит на два района U и Z. В районе 
U допускается вылов, а Z – заповедник («неприкосно-
венный запас»). Предполагается, что рыбная популя-
ция мигрирует между этими районами. Формально, 
пусть xt и yt – текущие численности данной популяции 
в районах U и Z соответственно. Тогда ее перемещение 
за единицу времени задается линейной моделью:

	
,	 (1)

где mij ≥ 0. Поскольку общая численность популяции 
при перемещениях не меняется, сумма элементов по 
каждому столбцу равна 1. Такие матрицы называют 
марковскими.

Удобно представлять двумерные марковские 
матрицы в следующей форме:

	
,	 (2)

где 0≤α≤1 и 0≤β≤1. Внедиагональные элементы α 
и  β характеризуют интенсивность перемещения 
популяции. Так, β – это доля популяции, которая 
может перейти из Z-района в U-район; аналогич-
но, α определяет долю популяции, переходящую из 
U-района в Z-район.

Если водоем достаточно протяженный, а  ско-
рость движения рыбы невелика, то α и β не пре-

восходят некоторой величины δ<1. Поэтому 0≤α≤δ 
и  0≤β≤δ. Рассмотрим естественное отображение 
матриц (2) в точки плоскости:

	 M→(α,β)	 (3)

Они заполняют квадрат Q = [0,δ]× [0,δ] с верши-
нами: (0,0), (0,δ), (δ, δ), (δ,0).

Каждая точка Q является выпуклой комбинацией 
этих вершин. По сути, они составляют своеобразный 
базис в Q. Построим соответствующие «базисные» 
матрицы:

.

Считаем, что исходная популяция с матрицей 
миграции M0 может порождать «мутантов» с марш-
рутами (μ), близкими к M0. А именно:

	 μ =(1–ε) M0 + εEi,	 (4)

где ε > 0 и мало, Ei – одна из базисных матриц.
В процессе конкуренции исходной популяции 

с  семейством таких мутантов может выявиться 
«сильный» мутант, численность которого превос-
ходит численность исходной популяции в 10 и более 
раз. Если сильных мутантов несколько, то выбираем 
самого сильного (для всякого более слабого мутан-
та порождаем новый маршрут (4) с другими ε и Ei). 
Тогда считаем, что такой мутант задает направление 
естественного отбора. Формально, пусть μ* – матри-
ца миграции сильного мутанта. Тогда деформируем 
матрицу исходной популяции следующим образом:

	 M0→(1–ξ)M0+ ξμ*,	 (5)

где ξ > 0 и мало. Параметр ξ задает скорость адаптации.
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Пусть M0  и M1 – две марковские матрицы. Тогда 
к M1 можно сколь угодно близко подойти с помощью 
композиции формул вида (4) и  (5) при подходя-
щем выборе базисных матриц. Содержательно, это 
означает практическую достижимость любой мар-
ковской матрицы с помощью композиции формул 
вида (4) и (5).

Введем параметр λ, который характеризует долю 
U-зоны, где λ∈(0,1). Так, при λ≈0 район промысла 
мал, а при λ≈1 велик. Обозначим через K общую 
величину корма в водоеме. В этом случае K1 =λK – 
это величина корма в U-зоне и K2 =(1–λ)K  – в Z-зоне.

Ниже будем рассматривать простейший случай, 
когда запасы корма фиксированы и не изменяются 
в каждом районе.

В оптимизационном блоке модели рассматри-
вается промысел в U-зоне на 15 лет. Он основан на 
схеме динамического программирования. Так, обо-
значим через BT(x,y) – оптимальный доход за (T+1) 
лет, когда начальные запасы рыбы равны x (в U-зоне) 
и y (в Z-зоне). Полагаем:

	  
на всем {ut}.	 (6)

Здесь коэффициент дисконтирования γ=0.9 
и ut  – величина вылова в момент t, p  – функция 
полезности:p(u)= u

1+u. Разумеется 0≤ut≤xt . При ком-
пьютерной реализации поиска BT(x,y) использована 
известная рекурсия Беллмана [1]. 

Динамика фазовых переменных при заданной 
миграции задается системой:

xt+1 = (1–α)f(x–u,K1) + βf(y,K2)
yt+1 = αf(x–u,K1) + (1–β)f(y,K2)

Трофическая функция f  – дискретный аналог 
зависимости Контуа [2]:

,
где d = 0.25 и r = 3 – скорости смертности и роста.

Пусть исходная популяция является носителем 
матрицы M0. Назовем M0 эволюционно устойчи-
вой (ЭУ-матрицей), если исходная популяция не 
вытесняется своими близкими мутантами. В при-
роде могут реализоваться только ЭУ-матрицы. 
В  наиболее сильном варианте этого понятия 
количество мутантов может быть любым. При 
компьютерной реализации можно ограничиться 
и одним мутантом. В приведенных ниже расчетах 
использовались два мутанта, в которых перебор 
базисных матриц происходит в противоположных 
направлениях.

Актуальна проблема: насколько зависят полу-
чаемые результаты от количества генерируемых 
мутантов?

Поиск стратегии оптимального вылова и постро-
ение ЭУ-матриц миграции включает в  себя два 
последовательных этапа (блока).

1. Блок «Оптимизация». При заданной матрице 
миграции (M) и двумерном векторе численности 
рыбной популяции на основе метода динамического 
программирования производится поиск оптималь-
ного вылова (функции u). Пусть x и y – соответству-
ющие численности популяции в двух районах, тогда 
построим отображение:

	 M→u(x,y).	 (7)

2. Блок «Эволюция». При фиксированной функ-
ции вылова u(x,y) реализуется конкурентное вза-
имодействие исходной популяции (с матрицей 
миграции M) с несколькими мутантами (с матри-
цами, близкими к M). Когда в результате отбора 
выявляется сильный мутант, производим неко-
торую деформацию M. Так, численно реализуется 
отображение:

	 u(x,y)→M.	 (8)

Если в  результате многократного повторения 
этапов 1 и 2 этот процесс сходится, то определяется 
эволюционно-устойчивая матрица M* и вылов u* при 
заданном значении корма в районах U и Z.

Методология расчетов. Рассматривалось несколь-
ко типов заповедника Z: малый (10  % водоема), 
средний (50 % водоема) и большой (90 % водоема). 
В  каждом случае произведены соответствующие 
расчеты при вариации начальных значений (x,y) на 
сетке 50×50. В качестве итоговых значений опреде-
лялись средние значения x,y и u(x,y).

Особый интерес представляет выяснение ката-
строфических последствий вылова, например, когда 
количество рыбы становится совсем малым в экс-
плуатируемой зоне.

Вычисления показали, что финальные значе-
ния матрицы миграции могут зависеть от выбора 
начального маршрута рыбной популяции. Это 
явление множественности ЭУ-состояний харак-
терно для многих проблем эволюционной эколо-
гии [3].

Установление эволюционной устойчивости ино-
гда противоречит наивным представлениям об адап-
тации маршрутов популяции. Так, например, рас-

смотрим ситуацию, когда  и λ=0.5, а в 
качестве промысла используется “хищная” функция  
u(x,y)=x. Казалось бы, полный вылов в U-зоне дол-
жен заставить популяцию полностью покинуть этот 
район. Однако расчеты показали следующее:

 – финальная матрица, x=1.8и y=4.6.
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Поскольку 0.26<0.47, то U-район менее пред-
почтителен, чем Z-район. Но все же не настолько, 
чтобы его оставить.

В целом, ЭУ-матрицы имеют «оборонное» значе-
ние и обеспечивают исходной популяции устойчи-
вое сосуществование со своими мутантами. Здесь 
в ряде случаев достигается и максимум численности 
популяции.

Приведем некоторые результаты расчетов при 
старте с разных начальных маршрутов.

Пусть . Такая матрица соответствует 
«популяции-домоседу». Она состоит из двух субпо-
пуляций, каждая из которых обитает лишь в сво-
ей зоне. Конечно, ее мутанты могут перемещаться 
и между зонами. Неожиданно оказалось, что при 
любой стратегии промысла данная матрица явля-
ется эволюционно-устойчивой. Иными словами, 
популяция с этой M0 не вытесняется популяцией 
(1– ε)M0+εEi с при любом выборе базисной матрицы.

Представляет интерес построение теории конку-
ренции популяции с разными маршрутами мигра-
ции. Имеют ли место здесь эффекты, характерные 
для периодической во времени среды [4,5]?

С данной матрицей M0 получены следующие 
результаты:

λ=0.1: x=0.84, y=12.9, u=0.36,
λ=0.5: x=3.67, y=7.14, u=1.73,
λ=0.9: x=5.56, y=1.43, u=3.05.
Таким образом, для «неподвижной» популяции λ 

рост (т. е. рост U-зоны) вызывает естественное уве-
личение продуктивности.

Так ли это для «подвижных» популяций с матри-
цами миграции:

? (9)

В качестве иллюстрации рассмотрим ситуацию 

с начальной матрицей  при разных λ.

Так, при λ=0.1 после непродолжительного про-
цесса (7) и  (8) возникает следующая ЭУ-матрица

  
с  x=0.56: y =13.1, u =12.9.

Положим λ=0.5. Тогда получаем следующую 
ЭУ-матрица:

  
с  x=2.1, y=7.6, u=1.25.

Пусть теперь λ=0.9. Здесь реализуется своя ЭУ- 
матрица миграции:

  
с  x=5.2, y=1.7, u=2.8.

Следовательно, рост λ вызывает увеличение уро-
жайности, хотя и не такое стремительное, как для 
неподвижной популяции. Аналогичные выводы 
имеют место и для остальных начальных матриц 
из списка (9). Дополнительно отметим последова-
тельный рост параметра β (доля перехода из Z в U): 
0,3→0,13→0,46, это указывает на то, что оптималь-
ный промысел не так страшен для рыбной популя-
ции, и с лихвой компенсируется запасами корма U.

Существует миф о Злом и Добром государствах, 
расположенных на берегах одного водоема. Он 
заключается в  следующем. Злобная страна ведет 
оптимальный промысел, а Добрая страна вовсе не 
занимается выловом. Тогда вся рыбная популяция 
рано или поздно окажется в Добром государстве. 
Приведенные выше примеры показывают, что это 
не так, и риск быть пойманным может быть вполне 
нивелирован изобильным кормом.

Работа выполнялась по Программе фундамен-
тальных исследований президиума РАН “Обеспечение 
устойчивого развития Юга России в условиях кли-
матических, экологических и техногенных вызовов” 
на 2018–2020 гг.
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Abstract. Approach for a solution of the problem of optimum fish harvesting in a reservoir with the reserve is offered. It is 
supposed that fish population migrates between the area of catch and the reserved area. The ecological-evolutionary model in 
which process of migration of fish is set by a Markov matrix is developed. “Basic” routes from which any other route can be built 
are revealed. This fact has key value at creation of high-speed algorithms of evolutionary modeling of migration. Interference 
of catch and migration of fish population is considered. The strategy of optimal catch are defined and the corresponding 
evolutionary stable routes of migration are found. Numerical calculations for model at a variation of ecological capacity of 
the reserve are given.
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