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—, mais bien les difficultés philosophiques contenues dans ces apories. Par
rapport au scienlifique, le philosophe, pour peu qu'il ne se renie pas dans
son entreprise, souffre de ce «désavantage» de ne pouvoir dissimuler les
difficultés en les brossant sous le tapis, La «crise des fondements» des
mathématiques lui pose en un sens des questions aussi vieilles que la philo-
sophie, mais dans un langage et sous des horizons renouvelés, et dans cette
ligne, nous pensons qu'il a beaucoup 4 gagner a dépager ce qu'il y a loujours,
de maniére plus ou moins dissimulée, de philosophique dans les grands
«lournanis» de la pensée scientilique. Faite par des hommes, celle-ci est
autre chose qu'une collection de recettes techniques, car elle est autre chose,
chez les fondateurs, les eréateurs ou les inventeurs, qu'une simple «cuisine »
relevant d'on ne sait quelle «informatique» plus ou moins raffinée — et
nous ne jugeons nécessaire de le rappeler que pour réagir 4 I'idéologie (par
définition pseudo-rationnelle) techno-scientifique qui voudrait engloutir ce
gue nous sommes ef avons & étre en le médiatisanl par un awfomaron
technologique ef symbolique, dont nous ne construisons la fiction que pour
mieux nous dégager du poids, il est vrai écrasant, de notre condition et de
notre responsabilité, Etrange figure de la coalescence du «principe de plai-
girs et de la «pulsion de morts qui est l'un des signes majeurs de notre
époque, et que, comme & chague époque historique, nous avons & conjurer.

Que la théorie des nombres soit aporétique de part en part, c'est ce que
montre déja la théonie des nombres les plus simples, les nombres naturels
(1, 2, 3, ... m, ...) élaborée par Frege et Dedekind. Elle conduit déja a des
paradoxes philosophiques insolubles, dont les expressions les plus sophisti-
quées en langage logico-mathématigue sont les théoremes célebres de Godel
(plan syntaxique) et de Lowenheim-Skolem (plan sémantique)’. Toute la
dilficulté vient en effet de ce que, pour «engendrers (Dedekind) ou conce-
voir les conditions logiques de possibilité de la suite héréditaire uniforme
des entiers naturels {Frege), on se trouve confronté & une circularité irréduc-
tible. Ou bien il faut déja disposer de la suite N (des entiers naturels) tout
entiére pour savoir quels concepts sy transmettent héréditairement, ou bien
il faut déja savoir quels sont tous ces concepts pour définir univoguement
la suite N comme la suite en laquelle ces concepts, ¢l pas d'autres, se
transmettent héréditairement, Autrement dit, toute la difficulté, en réalité
insoluble, vient de ce qu'il faut toujours déji présupposer la connaissance
de la suite N tour entiére, qui est infinie, ou la connaissance de toutes les
propriétés censées caractériser univoquement les nombres naturels, Or cette
connaissance n'est donnée nulle part et elle est méme impossible & donner,
comme le moatrent les théordémes de limitation: elle est, ou bien une idée
au sens kantien, mais alors la suite N n'est jamais univoquement définie
puisqu'il ¥ a toujours en elle une part irréductible d'indétermination ou
d'inachévement, ou bien l'illusion transcendantale (génératrice des para-
doxes que 'on sait) qu'il y n dans I'a priori une connaissance accomplie de
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la suite N (ou de ses propriéiés), et c'est de cette illusion transcendantale
que procédent la fondation de P'arithmétigue chez Dedekind et la méme
fondation chez Frege: illusion d'un infini dénombrable actuel (Dedekind)
ou illusion de la connaissance de lous les concepis caractérisant les nombres
naturels (Frege)’. En termes logico-mathématiques, la ondation est aporé-
tique en ce qu'elle met en jeu des totalités qui ne peuvent se définir que
de manigre auntoréférentielle (selon un cercle vicieux), et 'existence, trés
problématique, nous allons le voir iei avec 'eeuvre de Cantor, de Uinling
actuel,

Or, tout se tient dans la théoric des nombres: I"existence univogue des
entiers naturels est nécessaire a I'existence univogue des nombres rationnels
(obtenus par tous les quotients possibles d'entiers naturels), elle-méme né-
cessaire a l'existence univogue des nombres irrationnels (obtenus par des
extractions de racines de nombres rationnels: ¢’est antique probléme déja
posé par le théoréme de Pythagore). Mais par surcroit, il parait nécessaire
de disposer, avec la suite N nctuellement infinie, d'un moyen de dénombre-
ment, et done de classement, d'infinités actuelles de nombres qui paraissent
devoir étre plus ou moins « abondantess en éléments, La théorie des nombres
du X1x: sigcle parait insépurable de la théorie des ensembles,

Or, ici, nous allons de surprise en surprise, et |"aporie que nous avons
posée comme iniliale ne fait que s'approfondir. Le procédé de «dénombre-
ment= a été inventé par Dedekind et Cantor: il s'agit de la correspondance
biunivoque (bijection) entre éléments de deux collections (intuitivement:
d'ensembles). On peut montrer par ki que 'ensemble de tous les rationnels
est équipotent (a méme puissance, ou méme cardinal) i I'ensemble de tous
les naturels®. Et de méme pour I'ensemble de tous les irrationnels, puisqu’ils
constituent, avec les nombres complexes, ensemble des racines des équa-
lions algébriques, lesquelles peavent étre mises en bijection avee 'ensemble
des nombres naturels. Or, ¢'est Ih un premier paradoxe (paradoxe de Pinfini)
pour l'intuition géométrique traditionnelle, mais déji pour l'intuition plus
profonde du continu, Si nous reprenons 'axiome de continuité de Cantor
{«& chaque nombre correspond un point déterminé de la droite dont la
coordonnée est égale & ce nombrex), et si nous considérons par exemple le
segment compris entre 0 el 1, nous remarquons qu'il ¥ a autant de rationncls,
mais aussi d'irrationnels, compris entre 0 et 1, qu'il y a d'entiers naturels:
autrement dit, nous sommes [DUjours en mesure, en principe, de les énumd-
rer exhaustivement un par un avec 'aide des entiers naturels. 1l n'y a donc,
apparemment, qu'un seul genre dlinfinité, qu'une seule maniére de recon-
naitre itérativement, & 'inlini, les éléments d'un ensemble infini. Que le
sepment soit compris entre 0 ¢t 1 ou entre 0 et n, il s'agit de la méme
infinité, ce qui conduit & la définition possible de 'ensemble infini par
Dedekind: cest un ensemble équipotent & I'une de ses parties propres (seil,
strictement incluse dans I'ensemble en question}.
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La situation est ¢n fait bien plus paradoxale que le laisse paraitre cette
premiére présentation. Dans sa fondation de 'arithmétique (1887), Dede-
kind se trouve dans |'obligation de distinguer I'ensemble infini de 'ensemble
simplement infini qui correspond & la suite N. Mais bien plus tot déja, en
1872, dans son essai intitulé Continuité et nombres irrationnels (d'od est
tirée, nous allons le voir, la célébre théorie de la wcoupure»), Dedekind
définit les nombres irrationnels par un passage a la limite qui fait de ceux-ci
des nombres d'une autre nature que les nombres rationnels. Rappelons en
quelques mots en quoi consiste la méthode de la coupure®, Tout nombre
rationnel a permet de diviser 'ensemble de tous les nombres rationnels en
deux classes A, et A, de fagon que tout nombre de A, soit plus petit que
tout nombre de A, Le nombre a est alors tel qu'il est soit le plus grand
nombre de A, soit le plus petit de Ay, A proprement parler, done, le
nomhbre a engendré une coupure, ou plutdt deux (on peat indifféremment
le considérer comme le plus grand nombre de Ay ou le plus petit de As),
qui ne sont pas, selon 'expression de Dedekind, «essentiellement différen-
tes». Mais on peut aussi engendrer une seule coupure (A, As) qui n'est
engendrée par aucun nombre rationnel. Par exemple, celle qui est engendrée
par le nombre entier d tel que:

n<d<(n+I1)

¢n une suite infinie strictement croissante de nombres rationnels siriciement
inférieurs & Vd el en une suite infinie strictement déeroissante de nombres
rationnels strictement supéricurs & Vd. Ainsi est «créé» un nombre irration-
nel, de fagon rigoureusement analytique, que 'on peul considérer comme
entiérement défini par cette coupure (A;, A;). Et & tout nombre irrationnel
correspond une coupure unique. Dés lors, on peut énoncer la propriété de
continuité en disant que si l'on partage 'ensemble des nombres réels {pat
opposition & complexes) en deux classes A et A; de lagon que, quel que
soit a) € A, et quel que soit a; € A;, on aa; < ay, alors il existe un nombre
n unigue qui engendre cette partition. Propriété qui est dquivalente & cet
importapt théoréme de |'analyse selon lequel toute suite croissante majorée
(respectivement : décroissante minorée) admet une limite,

On comprend ainsi qu'il ¥ a une infinité de nombres irrationnels (puisqu'il
v a une infinité de coupures), mais qu'il faut le recours a Ia dénombrabilité
infinie (par les nombres naturels) des équations algébriques pour établir leur
infinité dénombrable: obtenus par passage & la limite, & I'infini, ils sont
héidrogénes aux nombres rationnels. La suite croissante ¢t convergente ma-
jorée des nombres rationnels peut aller aussi loin que 'on veut, et indexée,
de cette maniére, par des nombres naturels (par exemple: ay, 4, .. A4a,
...), jamais on n'y trouvera le nombre irrationnel. A P'égard des cntiers
naturels qui ordonnent les éléments de la suite, il faut trouver, pour indexer
le nombre irrationnel, un autre nombre qui soit, par rapport 4 1, 2, ..., n,
vovy leur borne supéricure ne leur appartenant pas, Telle est en fait la raison
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pour laquelle Cantor introduit, dés 1883, un tel nombre qu'il désigne par
o, le nombre immédiatement plus grand que tous les nombres naturels’, el
qui, par additions de l'onité (0 + 1, w + 2, .., w + n, ...) et multiplications
(w, ..., w", ...), permet d’engendrer la suite ordonnée des ordinaux transfi-
nis. Mais correspondant au mode de génération des irrationnels, ces ordinaux
ne dénoleront jamais que des ensembles eux-mémes dénombrables. La pro-
cédure du passage & la limite parait légitime dés lors que l'on retrouve
encore, malgré I'hétérogénéité qu'elle introduit eu égard aux suites ordon-
nées infinies de rationnels, le méme «genre» d'infinité dénombrable. Car
s'il y u paradoxe dans le continu, il parait ne devoir relever que du paradoxe
de I'infini {I'équipotence d’un ensemble & I'une de ses parties propres); c'est
toujours le méme infini qui se rencontre dans infiniment petit (dans 1'éga-
lisation el la proximité toujours croissunte des ¢léments de la suite des
ritionnels A "égard de leur limite irrationnelle), et dans 'infiniment grand
(de la suite N des naturels). Mais le probléme est déja qu'il est par exemple
impossible de trouver, par construction, le plus petit des rationnels positifs,
comme le plus petit des irrationnels positifs, D'o0 la nécessité de trouver
un moyen de les ordonner, et de créer pour ces <erniers, des nombres
ordinaux transfinis.

La question la plus irréductible surgit cependant avec les nombres trans-
cendants (par exemple : 7. e) qui ne sont et ne peuvent éires racines d'aucune
équation algébrique. Et la suspicion se léve sur le procédé de passage a la
limite quand on voit Cantor définir en 1874, les nombres transcendants par
un tel procédé. Cela pose explicitement, nous allons nous en expliguer, le
probléme du continu, dont on sait qu'il n’est toujours pas résolu aujourdhui,
et dont il ¥ a de bonnes raisons de penser qu'il ne le sera jamais. Dans une
dtude intitulée «Sur wne propridié de la colleciion de tous les nombres réels
algébrigues»*, Cantor montre d'abord que U'ensemble de tous les nombres
réels algébriques (racines réelles d'équations algébriques: il s'agit des entiers
naturels, des rationnels et des irrationnels) est dénombrable — le procédé
de dénombrement étant une bijection entre les entiers naturels et les équa-
tions algébriques. 11 établit ensuite 'existence de nombres transcendants,
par le procédé de la coupure.

Soit la suite infinic dc nombres réels algébriques distincts les uns des
autres:

Gy, Oy aeuy Wy, e (1)

Il ¥ a dans tout intervalle donné (@ ... i) un nombre n (et par voie de
conséquence une infinité de tels nombres) qui ne se trouve pas dans cetie
suite, Soit en effet un intervalle (a ... f) quelconque of o < . Les deux
premiers nombres de la suite (1) qui sc trouvent i l'intérieur de cet intervalle
(i l'exception de o« et B) peuvent étre désignés par o' et i, et soit a’” < ',
O désigne de la méme maniére par o et ' les deux premicrs nombres de
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la suite (1) qui se trauvent a lintéricur de intervalle (o' ... [i'), et on
constitue selon la méme loi les intervalles (o .. ), (@ .. i), ete. Selon
la définition, a, a”, ... sont des nombres déterminés de Ia suite (1), dont
les indices croissent constamment, et de méme pour ', i%, ... Les intervalles
(a ... {), (a' ... }'), (a” ... B7). ... sont successivement cmboités les uns
dans les autres.

Deux cas peuvent se présenter. Ou bien le nombre des intervalles ainsi
constitués est fini, et soit (o .. f") le dernier d'entre eux, Du fait qu'il ¥
a tout au plus un nombre de la suite (1) qui peut &'y trouver, alors on peut
admettre qu'il ¥ a un nombre n dans cet intervalle qui n'est pas contenu
dans la suite (1), et le théoréme est démontré, Ou bien le nombre des
intervalles ainsi constituds est infiniy alors les nombres a, of, o, .., consti-
tuent une suite croissante majorée dont la limite est o®; la méme chose vaut
des nombres, f, ', f°, ... qui constituent une suite décroissante minorée
dont la limite est fi=. Si a” = fi*, alors n= a~ = i* ne peut &tre contenu
dans la suite (1), car &'il I'était, on aurait = w,, ol p setail un indice
déterminé, ce qui n'est pas possible puisque w, ne se trouve pas i 'intérieur
de Uinteryalle (a® .., "), alors que le nombre 1 8’y trouve bien par défini-
tion. 5i a* < B=, alors le nombre 1 qui se trouve & 'intérieur de lintervalle
(a” ... #*) ou & sa limite remplit bien la condition de ne pas éire contenu
dans la suite (1).

Cantor termine son étude en indiquant que dans tout intervalle (a ... B)
compris entre deux nombres algébriques, il y a une infinité non dénombrable
de nombres réels non algébriques. Ces nombres, hétérogénes aux nombres
algébriques (puisqu'ils s'obtiennent par passage a la limite, selon le procédé
de la coupure) sont les nombres transcendants et leur ensemble n'est pas
dénombrable, du moins par les moyens offerts par la suite infinie N des
entiers naturels.

Dy moins faut-il le présumer. Car sans entrer dans une discussion logique
el critique détaillée de la démonstration cantorienne, on s'apergoit qu'elle
pose deux difficultés, liées au fait que ce mode de définition des nombres
transcendants par rapport aux nombres réels algébriques est le méme que
celui des irrationnels par rapporl aux rationnels. La premiére est que la
définition des irrationnels par la coupure ne fournit pas, & moins d'une
pétition de principe, de moyen intrinséque pour leur dénombrement. 11 faut,
pour démontrer leur infinité dénombrable, recourir & I'ensemble des équa-
tions algébriques, ou, ce qui revient en fait au méme, & leur définition par
une coupure du type

<< (n+ 1)
ou plus généralement du type
nm<d<(n+ 1)
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ou d est un entier naturel et ob « prend les valeurs 2, 3, .., n, ... Rien
n'indique, autrement dit, en géndral, quel type déterming de nombre (irra-
tionnel ou transcendant) constitue la limite vers laquelle tend une suite de
nombres rationnels, & moins de la déterminer a priori en délerminant
d’avance la coupure. Autrement dit encore, il s¢ pourrait que la limite fat
a priovl indéterminée, ce que tend & montrer le fait qu'il y a toujours une
infinité de nombres transcendants dans le voisinage d'un nombre réel algé-
brique déterminé. Par la, c’est bien I'un des fondements de l'analyse qui se
trouve mis en question, puisque c'est lindéierminité a priori du continu
arithmétigue qui vient en évidence, Pour les mathématiciens, cela signific
que l'analyse reste vague ou fluente tant qu'une axiomatique ne vienl pas
arésoudres cette difficulté d'un point de vue formoel®,

La seconde difficulté tient au fait que cette définition de nombres hétéro-
génes par la méthode de la coupure peut se poursuivre a Uinfini, pour peu
que l'on ait mis au point des procédés de «dénombrement» dans le transfini,
en particulier un procédé de «dénombrement» transfini pour les nombres
transcendants, Telle est en fait 'infiition centrale de Cantor, mais elle conduit
alors & Vinépuisabilité indéfinie du continu arithmétiquee, & des infinis actuels
de plus en plus =abondants= (en raison des puissances qui leur reviennent,
et qui définissent des classes de nombres ordinaux transfinis), indéfniment
plongés dans un infini potentiel lui-méme inépuisable. 1l o'y a pas de limite
au continu qui constitue la ressource infinie (au sens de Dapeldron) de «cal-
culer» des ensembles de nombres actuellement infinis et toujours plus abon-
dants. Il y a une sorte de prolifération infinic des transfinis cantoriens
toujours plus riches depuis une profusion elle-méme indéfinie et infatigable.
Qui met le doigt dans I"étagement & l'infini des transfinis voil surgir une
source qui se gonfle indéfiniment pour boucher tous les interstices pensables,
Etrange métaphysique qui, dans sa grandeur méme, dans l'inouie audace
de sa conception, est proche de la «folies, d'une sorte de délire qui ne nous
intéresse que dans la mesure od il est, en un sens trés profond, celui de la
Raison mathématique elle-méme. Il y a différentes espéces de nombres dont
il faut rendre compte le plus rigourcusement possible, donc... La grandeur
de Cantor fut de concevoir une telle chose, et sa «folies fut sans doute, par
sa eréation de lao théorie des ensembles, de vouloir & toute foree la fonder
mathématiquement. «Folics d'un héros en un sens innocent, et qui dut
inéluctablement se mesurer @ la tragédie de I'échec (en 1899, oi celui-ci est
implicitement reconnu, dans trois lettres & Dedekind) ™. «Folies qui sera
wassagic » et raisonnée dés 1908, par Zermelo, avec la premiére axiomatique
de In théorie des ensembles, avant que n'en viennent dautres. Désormais,
il s'agira, comme nous le distons, de «pérer la crises.

Ce que la théorie des nombres montre en effel, c'est que la création
cantoricnne de la théorie des ensembles est «naturelle=: I"arithmétisation
des [ondements de 'analyse (le continu arithmétique et les pnssages a la
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limite) y conduit tout naturellement. Mais c'est pour rencontrer, on le sait,
d'inextricables difficultés logiques, mais aussi, nous avons voulu I'indiquer,
philosophiques. Voyons, en quelques traits, cette «naturalité » (= intuitivité »
ou wnaivetés disent les logiciens) de Ia eréation cantorienne, et reportons-
nous, pour cela, & sa premiére étude véritablement fondatrice, qui date de
1883: Fondements d’une théorie générale des ensembles".

Sait la suite N des entiers naturels 1, 2, 3, ..., n, ... Dansg cette suile, le
nombre n exprime un nombre fini déterminé d'itérations successives {ordi-
nal) aussi bien que la réunion en un tout (cardinal) des éléments posés, Si
F'on considére In suite N actuellement infinie (position du transfini, qui
suppose | définition univoque de la suite N, ce qui pose, nous I'avons vu,
des problemes insolubles), son cardinal est actuellement infini mais, en
raison de cetle actualité, bien défini (il s'agit de Mg , cardinal de Iinfini
dénombrable), méme si, parmi tous les nombres de la suite N, il n'y en a
pas qui soit plus grand que tous les autres. Or, dit Cantot, il n'y a rien de
choquant i considérer que, malgré cela, il existe un nombre ordinal transfin
@ qui sert & exprimer que la suite N tout entiére est donnée conformément
4 sa loi, dans sa succession naturelle, et qu'en ce sens, il est la limite vers
laquelle tendent les nombres n (ou sa borne supérieure, non comprise dans
N). 1l est évident que le cardinal de w est encore g . De cetie maniére,
w est hiétérogéne, comme un irrationnel eu égard aux rationnels, par rapport
aux entiers naturels,

D¢ Ia sorte, il est aisé, poursuit Cantor, dengendrer (premier principe
dengendrement) la suite des ordinaux transfinis:
wt e+ . w+n.. (1)
Il suffit pour cela de considérer qu'ils sont les nombres ordinaux des ensem-
Bles bien ordannés:
2,3, .om,n 4 1,...,1}
{34, ....,0,n +1,...,1,2}, etc.

Mais il n'y a pas de raison de s'arréter puisque la suite (1) elle-méme
converge vers 2 @ qui est ['ordinal transfini de I'ensemble bien ordonné
(deuxiéme principe d'engendrement);

{,3,..2n=-1,2n—-1,...2.4,..2n = 22 Ny}
Et il va de soi que le cardinal transfini de tous ces nombres est encore N, -

L'application combinée des deux principes d'engendrement permet de pour-
suivre:

3w 3w+l 3ot
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Chacun de ces nombres a encore la puissance (cardinal) Ny . Par application
du second principe d'engeadrement (qui correspond & un second passage 3
Ia limite), la suite de ces ordinaux converge elle-m&me vers le nombre o'
qui a en fait la puissance N = Ny . Dés lors, en appliquant les deux
principes d'engendrement, on parvient & des nombres de la forme:

Yo 0™ 4 vy 0 L 4 Vel @k Yy (2)
qui ont toujours la puissance Ny .

Mais qu'advient-il si nous cansidérons fews les nombires ordinaux transfinis
alnsi créés, c'est-a-dire si nous considérons la limite supérieure de la suite
ordonnée des nombres de la forme (2), & savoir, par le second principe
d'engendrement, Fordinal w"? A-t-il encore un cardinal égal 4 M, 7 La
réponse, devenue classique, est non: I'ensemble de tous les ordinaux trans-
finis ainsi créés n'est pas dénombrable par les moyens de la suite N actuel-
lement infinie, et & supposer qu'il constitue lui-méme un ensemble, ce qui,
nous allons le voir, est le point en question, son cardinal transfini est posé
par Cantor comme égal & N, le premier cardinal transfini succédant 2
Ny (c'est la conjecture cantorienne du continu), Nous disposons donc 13,
pour le caleul des infinis actuels, de ce que Cantor désigne par «principe
d'arrét ou de limitation».

On s'apergoit aussitdt que, si la création des ordinaux transfinis de la
premiére classe (de cardinalité N, ) correspond a I'ambition de «compter»
les nombres irrationnels, la création, qui ne peut manquer de s'ensuivre de
la construction, des ordinaux transfinis de la seconde classe (de cardinalité
), correspond & 'ambition de «compters les nombres transcendants. En
outre, que, moyennant les deux principes d'engendrement et le principe de
limitation, la voie est ouverte pour engendrer des classes de nombres trans-
finis de plus en plus abondantes, ce qui permet une élégante formulation,
en termes mathématiques, de l'intuition de la surabondance indéfinie propre
au continu arithmétique : les passages a la limite par e mboitements successifs
sont désormais réglés par des passages 4 la limite dans des suites ordonnées
de nombres ordinaux transfinis. Le réve cantorien (le «paradis cantoriens
disait Hilbert) de calculer les infinis parait réalisable.

Et pourtant, il ne l¢ parait qu'a la mesure du «réalisme » mathématique
de Cantor, de sa croyance en apparence inébranlable en I'existence objective
{indépendante de l'esprit humain) des nombres, des nombres naturels, ra-
tionnels, irrationnels, transcendants, Aucune suspicion logique chez lui:
celle-ci viendra aprés. quand ['effort cantorien de fondation de la théorie se
révélera un irréductible échec; quand, pour sauver l'essentiel, il faudra
¢laguer, couper les branches trop dangereuses car trop manifestement «mé-
taphysiques» et paradoxales. Ce sera U'teuvre des mathématiciens (depuis
Zermelo) et des logiciens (depuis Russell) de notre temps, Car 5'il est bien
une ¢hose que montre le tragique (et grandiose) échec de In «naivetén
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cantarienne, ¢’est que lu Raison mathémalique, poussée sur sa pente natu-
relle, entre, comme aurait dit Kant, «en conflit avec elle-mémes, qu'elle
fabrique des «illusions» d'objets, et que, si elle veul les éviter, elle est
conduite, peu ou prou, & se faire «hara-kins. L'empire de la rationalité
n'est qu'un mirage, il n'existe nulle part (& moins de le poser, par hypothése,
dans un entendement divin qui nous serait & jamais inaccessible), et la
grande découverte du XX sigcle est peut-étre que la rationalité n'est que
lacunaire, incompléte, relative, et finalement, si elle se veut conséquente
avec elle-méme, tautologique (Wittgenstein), donc aussi nominaliste (que
cc soil dans le formalisme ou le constructivisme logico-mathématiques).

Prise radicalement, In Raison ne fait gue balbutier In tautologic de maniére
plus ou moins complexe ou subtile. Mais faut-il la prendre radicalement ?
Nous ne le pensons pas, car nous pensons que |'astreindre aux strictes
contraintes de la consistance logigue formelle revient i anémier et mécaniser
la pensée. C'est 14, en outre, un enjeu grave de notre temps, ol la réalité
humaine, dans toute son inépuisable et indéterminable richesse, est trop
souvent contrainte, au nom d'on ne sait quels impératifs, & se plier aux
exigences fantasmatiques (irrationnelles) d'une rationalité stricto sensu, le
plus souvent défaillante dans sa définition méme, ¢'est-a-dire dans son auto-
compréhension.

MNous reptendrons done, ici, 'eeuvre de Cantor en philosophes, attentifs,
non pas seulement & ln cohérence logique formelle, mais 4 la cohésion d'un
sens qui excede toute logique et tout systéme logique. Sens nécessairement
humain en ce qu'il a d'irréductible, c'est-a-dire aussi sens philosophique, ou
si le mot n'était galvaudé ou déprécié, sens métaphysique au vrai sens du
terme, Sens en tout cas du véritable eréateur, qu'il soit mathématicien,
physicien, artiste... ou philosaphe, C'est dans ce contexte précis que nous
allons engager une critique philosophique de la preuve par laquelle Cantor
a pensé établir, sur la base dé¢ sa croyance au transfini dénombrable, I'exis-
tence du transfini non dénombrable, & savoir de I'argument, célébre, ct
central pour toute I"aventure logico-mathématique de notre temps ", dit de
la «dingonale». Nous voudrions montrer, par des raisons philosophiques,
que cet argument, en fait, ne prouve rien, et qu'il est pris, lui aussi, par le
cercle vicieux d'une pétition de principe pourtant nécessaire (I'acte de fai
constitutif du transfini dénombrable comme d'un infini actuel), ¢'est-a-dire
par ¢¢ que nous désignons, & Ia suite de Kant, par une illusion transcendan-
tale (I'illusion nécessaire a I'exercice de la mathématique, puisque nécessaire
a la théorie des nombres, selon laquelle I'infini dénombrable existe a priori).
Nous montrerons dans une autre étude ™ en guoi cette illusion transcendan-
tale, propre i la « Raison mathématique », est cocxtensive d'une antinomic
quasi ou hyper-kantienne, de la méme forme que la premiére antinomie
Eantienne de la Raison pure.
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2, Discussion philosophique de 'argument de la diagonale: illusion
transcendantale cantorienne

L'argument de la diagonale cst la démonstration du théoréme dit de
Cantor, sclon lequel le cardinal d'un ensemble est strictement inféricur au
cardinal de I'ensemble de ses parties. Avant d'entrer dans son exposé et sa
discussion, donnons dabord les définitions cantariennes canonigues de 'en-
semble, du cardinal d'un ensemble et de son ordinal, et mesurons bien les
enjeux de I'énoncé du théoréme.

Les définitions, tirées de son dernier écrit publié (en 1895; il sagit des
Beitrige zur Begrindung der Transfiniten Mengenlehre), dénotent bien la
permanence de son «réalisme mathématiques :

«Par ‘ensemble’ (Menge) nous entendons toute réunion (Zuwsammenfas-
sung) M d'objets déterminés et bien distinets m de notre intuition (An-
schauung) ou de notre pensée (lesquels sont nommes les “éléments’ de M)
en un tout (zu etnem Ganzen)»",

L'ensemble est done réunion M oen un tout: expression équivogue
puisquelle définit du méme coup lo réunion (la loi de constitution) et le
tout (le concept, I'idée), sans gque I'on sache lagquelle de ces deux notions
dépend de I'autre, si I'ensemble M est la réunion plutit que le tout. Er cette
réunion est celle d'objets déterminds et bien distincts {déterminés par quoi ?),
c'est-d-dire d'objets pleinement individués (selon quelle loi ), de notre intui-
tion (de quel type 7) ou de notre pensée (s'agit-i] d'objets purement intellec-
tuels?). Cela signifie en tout cas que lindividuation des éléments est si
compléte que nous les voyons (dans I'intuition ou la pensée) distincierment,
comme individus discrets, chacun univoquement défini en son identité a soi
et sa non-identité aux autres (comme, par exemple, les nombres).

« Nous nommons * puissance " ou ‘nombre cardinal ' le concept général qui,
avec I'aide de notre faculté de pensée active, procéde de I'ensemble M par
la qu'il est fait abstraction de la constitution de ses différents ¢léments m
et de l'ordre de leur étre-donné. »

Ce résultat est désigné symboliqguement par M, et Cantor ajoute cetle
remarque capitale:

«Du fait que tout élément singulier m, si I'on fait absiraction de sa
constitution, devient un «uns, l¢ nombre cardinal M est lui-mé&me un ensem-
ble déterminé composé de simples uns, qui existe en tant qu'image intellec-
tuelle ou projection de Pensemble donné M dans notre esprits» ",

Suit enfin une définition de I'équivalence entre deux ensembles M et N,
ainsi que de I'auto-équivalence d'un ensemble & lui-méme, qui permet de
constituer le cardinal comme classe d’équivalence puisque.deux ensembles
équivalents ont méme nombre cardinal: (M ~ N) — (M = R).
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Puisque nous avons ici une définition complite, la plus claire que Cantor
nous ail liveée, réfléchissons sur elle en prenant en comple la nite critique
de Zermelo”, Tout dabord, le cardinal est lui-méme un ensemble danbie-
ment absirail, c'est-a-dire un ensemble composé de simples wnitds prises
indépendamment de leur ordre de présentation, et de leur constitution par-
ticuligre, dans M. Cet ensemblé abstrait est ensuite une image intellectuelle
de M, abstraite de M par la projection, qui ne laisse pour ainsi dire de M
que sa trace M, Par 13 méme, I'ensemble abstrait M est équivalent a M,
puisque In projection en question est en réalité une application qui est une
bijection faisant correspondre, § tout élément singulier de M, un élément
abstrait de M. Le cardinal de M est, en d’autres termes, une représentation
abstraite de M, qui procéde de la réflexion de I'ensemble M en tant qu'en-
semble, c'est-ii-dire en tani que tout constitué d'entités tout 4 fait individudes
(des «uns=) qui ne sont donc pas, en particulier, des nombres — et par la,
tien de la suite N n'est en apparence présupposé, Mais, comme le laisse
entendre Zermelo dans sa note critique, la question est de savoir én quoi
ce n'est pas I'ensemble M qui définit finalement M comme tel ensemble
particulier, puisque la définition de M présuppose celle de |'équivalence
entre enseémbles (la double abstraction présuppose la bijection) — puisque,
du point de vue mathématique, In définition de |'éguivalence est moins forte
que la définition de la puissance, et qu’d ce titre, la puissance apparait
comme le concept commun i des ensembles équivalents, équivalence cons-
tituant, dis lors, la premi¢re étape de la double abstraction, comme chez
Frege la définition du concept «équinumérique au concept Fu.

11 doit certes en aller ainsi en toute rigueur. Mais ne perd-on pas par la
toute une part importante de ce que Cantor veut dire, & savoir tout d'abord
que cela permet déviter la présupposition de la suite N, ensuite que le
concepl de puissance est un concepr réflexif, procédant d'une abstraction
réfféchissante ou d'une réflexion abstractive de I'ensemble M, en laquelle,
pour ainsi dire, I'ensemble M se réfléchit dans son image M, de maniére a
s'identifier # soi comme ensemble M concret (avec des éléments ayant une
constitution particulizre et un ordre déterminé), et & se différencier de sa
trace abstraite M? Autrement dit, du point de vue de la constitution frans-
cendantale, cette double opération de la pensée (de la faculté active de
penser, dit Cantor) n'est-elle pas elle-méme préalable & la reconnaiisance
de P'équivalence, en tant qu'clle en constituerait la condition de possibilité
@ priori? La bijection ne suppose-t-elle pas déjd que l'on fasse abstraction
de la constitution particuliére des éléments el de I'ordre dans lequel ils se
présentent? Adresser le reproche de Zermelo & Cantor, n'est-ce pas repro-
cher a celui-ci d'étre encore trop philosophe et pas assez logicien ou mathé-
maticien 7 Bornons-nous, ici, simplement 4 poser la question.

Les définitions du type d'ordre et du nombre ordinal, que nous donnons
brievement, soulévent les mémes difficultés que celle de la puissance. Pour

1

un ensemble M simplement ordonné ™, le type d'ordre, désigné symboligue-
ment par M, est «lg concept général qui résulte de M si nous faisons
abstraction de la constitution des éléments m, mais conservons le rang qu'ils
ont entre cuxe. Par la méme, «M est lui-méme un ensemble ordonné, dont
les éléments sont de simples uns qui ont entre cux le méme rang que les
éléments correspondant de M dont ils ont procédé par abstractions ™. Pour
un ensemble M bien ordonné™, son type d'ordre est ce gqu'on désigne par
nombre ordinal®; on trouve done la présupposition de Pordee et du bon
ardre sur un ensemble, dont le type d'ordre et le nombre ordinal sont tout
simplement la réflexion au sein d'ensembles simplement abstraits (on ne fait
abstraction que de la constitution particuliére des ¢léments); ces délinitions,
et cette abstraction réfléchissante simple ne fonl que découvrir ou réflechir
ce qui est toujours déja donné a prior avee un ensemble M quelconque.

Sait un ensemble E, et soit P (E) 'ensemble de ses parties. Le théoréme
dit de Cantor énonce O
F(E)>E
Ou'est-ce que cela signific si la puissance de E est celle de l'infini dénombra-
ble (de cardinalité g )7 Que 'ensemble des parties. finies ¢t mfinics de
E {en particulier I'ensemble des ordinaux, finis et infinis construits @ partir
de o jusqu'a leur borne supérieure) n'est piy dénosrbralde par les moyens
de E infini dénombrable. Ou'il existe done un dénombrable d'un ordre
supéricur (de cardinalité N ), et méme, selon la conjecture cantorienne
du continu (jamais démontrée et trés vraisemblablement indémontrable)™,
d'un ordre immédiatenent supérieur, c¢ qui permetirait d'engendrer la suite
infinic de cardinaux transfinis™:

Nﬂ-r Nll Nh i N.... s

L'enjeu du théoréme pour la légitimité de ln eréation cantorienne est done
tout & foit capital. Or, nous allons le voir, sa démonstration ne se tient,
dans le cas ou E a la puissance du transfini dénombrable de cardinalité Ny,
que sur le véritable acte de foi qui en est constitutif.

Penchons-nous donc & présent sur la structure logigue de cette démonstra-
tion et pour cela, reprenons ln version simplifide de Fargument que donne,
par exemple, J. Ladrigre®. L'hypothése que nous désignerons dans la suite
hypothése H, est gqu'il y & une correspondance biunivogue entre les éléments
a de E et les éléments correspondants Py de P(E), P, étant, en lant quélé-
ment de P(E), un certain sous-cnsemble de E. Moyennant I'hypothése H,
les éléments de E se répartissent en deux classes I et T1 exclusives selon que
a appartient ou n'appartient pas au P, qui lui correspond dans la bijection,
On forme alors Pensemble DY diggonal de ln maniére suivante: un élément
n de E appartient & D sl ¢t seulement si n n'appartierst pas & Py, Etant ainsi
constitué de tels éléments de E, D est un sous-ensemble de E et donc un
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est donc réflexif en ce sens que, construit par le moyen de la bijection, il
permel de faire jouer la bijection dans lautre sens (dans Uidentification de
D comme P,). de la réfléchir pour montrer que, s'il lui correspond un
clément d de E, cet élément appartient & D et n’appartient pas i D, clest-a-
dire aussi, tout autant, dans le cadre de I'hypothése H, appartient & E et
n‘appartient pas a4 E, I'ensemble dingonal cxhibant done un paradoxe ou
une contradiction en tant qu'il exhibe littéralement 1'élément d de E comme
un dlément fantome ou non identique a soi puisque caractérisé par des pro-
pricies en soi contradicloires (appartenance et non-appartenance i D). Ce
qui se traduit aussi bien pour D, qui doit étre un Py si la bijection épuise
tous les P; [tous les ensembles-parties inclus dans E, et élémenis de P (E)].
et ne peut I'étre puisque s'il I'était, il en résulterait une contradiction. en
sorte qu'on peut encore dire que D est une sorte de réflexion de P(E) =
{P) en lui-méme™ puisqu'il suffit A lui seul & montrer qu'il ¥ a au moins
un ensemble élément de P(E) qui ne peut &tre un P, i moins de contradiction
— il y a au moins un ensemble-partic E qui ne peut étre identifié par un
¢lément de E qui pourrait lui étre associé, car & supposer qu'il existe un tel
¢lément, cet événement serait non identique a soi, fantbme, menteur, c'est-a-
dire introuvable dans le cadre de la théorie des ensembles, Bt ¢'est parce
que cet ensemble (D) est imidentifiable par le moyen d'un élément d de E
qu'il ne peut étre corrélé dans la bijection, done qu'il désigie un infini non
dépombrable.

Reprenons les choses d'encore plus prés et tichons d’amorcer une ré-
flexion critique transcendantale. Si E est & la fois 'ensemble dénombrable
de ses éléments singuliers et individués et I'ensemble de tous les ensembles
possibles inclus dans E, il n'y a pas plus de totalité d'éléments contenue en
lui que d'éléments, c’est-d-dire que E constitue, en ce sens, un Tout absolu
ou inconditionné. Mais comme les totalités de E sont a prioni quelconques,
il doit bien y avoir, moyennant ln bijection entre les éléments de E et les
totalités partielles d'éléments de E, des éléments e, de E tels que ces ¢ se
retrouvent dans les Pey correspondants, et des éléments ey de E tels qu'ils
ne se retrouvent pas dans les Pey eorrespondants. Si I'on forme alors I'ensem-
ble D des éléments ey de E, on constitue en fait une partition de E, el par
14 méme, par la médiation de la bijection, une partition de P(E), ou plutét,
puisque D est constitué d'éléments de E, une réflexion de P(E) en les Pe
et l'un de ses supposés éléments (D = Py) en tant que D est un sous-ensemble
de E, défini par le fait que I'élément de E qui est censé lui correspondre
moyennant lhypothése H e lui appartient pas, La contradiction vient alors
de ce que, D étant supposé représemtatif, moyvennant la bijection, d'un
Clément d de E, cet élément d, en vertu de la définition de D, doit étre 2
la fois contenu dans I et non contenu dans D, donc peut étre caractérise
par deux propriétés comtradictoires, ce qui le rend non identigue & soi.
indistinct, par conséquent inexistant en tant qu'élément de U'ensemble E.
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Quel est donc le nerf, ou 'origine de la contradiction? L'ensemble diago.
nal D, qui est un élément de P(E). doit étre un Py en veriu de Ihypothése
H, c'est-i-dire un sous-ensemble de E idenrifiable par un élément d de E
qui lui correspond en tant qu'il est un Py Mais I'ensemble diagonal cst
construit de telle maniére qu'il engendre Ia contradiction, done I"absurdité
de I'hypothése H: les éléments de E qui le constituent, c'est-a-dire les gy,
sont tels qulils ne se retrouvent pas dans les Pey correspondants, et par
conséquent, s'il est corrélé par la bijection & un élément d de E, cet élément
lui mppartient dans la mesure o il ne lui appartient pas en tant que Py, et
ne lui appartient pas en tant qu'il lui appartient en tant que D). Done la
contradiction vient de ce que I'on pense pouvoir idensifier D comme Py, le
corréler par la bijection avec un élément er un seul de E. Car tout est
finalement 1a: dans l'infini dénombrable (sans [in), il s¢ pourrait toujours
que, dans la suite itérative de la bijection, un élément d de E permetie
finalement d'identifier D comme Py (par une extension de |'intuition & la
base du paradoxe de Richard en tant qu'il réfute I'argument de Ia diagona-
le)*, Cela signifie que I est en réalité inidentifindle par le moyen de la
bijection avec tous les éléments de E, impossible a individuer par ce moyen,
c'est-i-dire, si E est infini dénombrable (de cardinalité $dg), non dénombra-
ble. Par suite, la contradiction vient de ce gue I'on considére I'ensemble ou
I'élément diagonal 4 la fois comme une partie de E el comme une partie
identifiable de E — identifinble par le moyen de In bijection, puisqu’il est
certes identifiable par sa définition (tout comme dans le paradoxe de Ri-
chard). La conséquence en est, bien entendu, que si E est bien le Tout de
ses éléments singuliers et individués, il ne peut éire le Tout (I'ensemble)
des totalités (ensembles) quelcongues qui peuvent €ire formées a partir de
ses éléments, parce que, avec E, on ne dispose pas du moyen d'identifier ou
d'individuer toutes ses parties, qui constituent, du moins intuitivement, un
nouvean Tout, P(E) qui inclut strictement E, toute o gquestion étant de
savoir si I'on peut rassembler en une collection unique toutes les parties de
I'ensemble E, cest-d-dire de savoir si les parties de E peuvent constituer un
ensemble P(E). Il en résulte en tout cas que E comme totalité d'éléments
individués, ou comme totalité unique du dénombrable, ne constifue pas un
Tout inconditionné ou abselu puisqu'il se révéle incapable d'identifier, avec
les moyens qu'il met & notre disposition, Pensemble D diagonal,

Reprenons done les choses sous cet angle, ol le raisonnement diagonal
apparait comme 'exhibition de impossibilité d'individuer I'élément diago-
nal par le moyen d'un et d'un sewd des éléments de 'ensemble B, Si nous
nommons autoréflevion parfaite du Tout (de I'ensemble E) la réflexion de
chacun de ses éléments dans wne totalité et une senle formée & partir de ces
éléments (dans ej=—s P, avec P(E) = (P;}), alors il vient gue cette auto-
réflexion parfaite du Tout est ce qui est seul susceptible de constituer le
Tout comme absolu ou inconditionné. L'hypothiése H est donc I'hyvpothése
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de 'autoréflexion parfaite du Tout dans le Tout de ses parties. C'est moven-
nant cetic hypothése qu'on peut constituer les classes 1 et 1I comme exclu-
sives. Lt classe 1 est constituée d'éléments e; de E tels que, moyennant la
réflexion parfaite, ¢; soit élément du Pe; en lequel il se réfléchit: ce qui
signifie que e se reconnalt duns Pe; comme élunt 'un de ses éléments, ou
que Pappartenance d'un élément e de E & la classe des ¢ est conditionnde
par son appartenance i Pey. Ou encore, ce qui signific que e, se reconnall
dans son image ou sa représentation Pep. Par 1 méme, il faut toujours déji
que ¢ soit identifié comme élément de E pour se reconnaitre comme élément
de son image Pe;. Ce qui est caractéristique, ici, par rapport a la définition
de fa classe 11, c’est qu'il n'entre, dans la définition de la classe I, aucune
négation: 'appartenance de ¢ 4 (e} est conditionnée par 'appartenance de
¢ i Pey, c'est-d-dire & son image. Les choses se compliguent si nous exami-
nons la définition des ey, Un élément e de E n'appartient & "ensemble des
ey iue 8'il ne se reconnait pas dans son image Pey, c'est-d-dire s'il se réfléchit
comme absent des éléments de Peyy. Or, il ne peut se réfléchir comme absent
de son image Pey; que s'il s7est tout d'abord réléchi comme présent, c'est-a-
dire comme élément de E susceptible d'étre un ¢; ou un e moyennant sa
réflexion dans les .. Ce qui signifie que lappartenance de e 4 {ey) est
conditionnée par sy non-apparlenance i son image Pey, ou que ey 51 coex-
tensif de sa représentation (Pey) d'od il est pourtant absent, Tout vient
finalement de ce que le représentant Pey de ey est représentatif de e en
tant que ey en est absent, c'est-i-dire absent de Pey en tant que représentant,
Done, tout vient de ce que Pey est déja lui-méme réflexif puisqu'il est chargé
de réflechir les éléments de E qui sont absents de lui-méme, ce qui n'est
bien sir possible que si, toujours déja, tous les éléments de E ont été
reconnus, réfléchis ou idenrifiés par leur réflexion dans les éléments de P(E)
— ¢e en quoi consiste 'hypothése H que 'on va démontrer absurde.

Toute la difficulté est que, dés lors, puisque les Pey sont chargés de
réfléchir les ey qui sont absents d'enx-mémes, tout ey correspondant & un
Fey est a priori indélerminé, sinon justement qu'il ne peul pas étre 'un des
éléments de Pey: les ey, en tant qu'on les considére depuis les Pey, sont
tous les €léments de E qui ne figurent pas dans les Pey; qui leur correspon-
dent, et done, par i, 'attribution d'un ey & un Pey comporte toujours une
irréductible part d'arbitraire, alors méme que ce n’est pas le cas pour 'attri-
bution d'un e; & un Pe; — il suffit que ce soit I'un des éléments de Pey, et
la part d'arbitraire y est beaucoup plus limitée puisqu'on dispose d'un ensem-
ble bien défini de choix pour un e, ce pourquoi il est beaucoup plus aisé
de constituer lu classe [, puisqu'il suffit de préciser que parmi 'ensemble
bien défini de choix, il faul prendre un sewl choix. Considére-t-on, i présent,
I'ensemble D diagonal, constitué par les ¢, on s’apergoit alors que, vu sa
construction, cet ensemble ne peut étre réfléchi sur un des éléments de
l'ensemble E puisqu'il ne peut étre ni un Pe; (dans la mesure o, s'il I'était,
les ey ne seraient pus des ey, c'est-d-dire des éléments qui doivent tous étre
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différents de leur image supposée possible en EJ, ni étre un Pep (puisque,
'il I'était, & nouveau, les ey ne seraient pas des ey €n tant que 1'un d'entre
cux (I'élément d fantdme) a la proprifté d'élre un élément ‘menleur}"_
I'ensemble D est done un ensemble frreprésentable par un ék:jm:nt de E
{puisque cet élément, s'il existe, ¢st mentéur) ou Plul{il., puisqu’il r:sllm‘&uu—
moins défini comme 'ensemble de tous les ey, il est la Ft‘{?!‘fﬂ'fl.'l‘{ﬂml de
l'impossibilité de sa représentation par un élément :.'Ir E, ce qui veut dire que,
eu égard & B, ou plutdl aux moyens de représentation des F. de P(!-E} par les
éléments de E, 'ensemble diagonal ne peut éire que radicalement indétermi-
né; tout ce qu'on sait de lui, ¢'est qu'il est un su}ts~cnscmhle (une partie)
d'éléments relativement arbitraires de E, V'arbitraire étant relativisé par la
constitution de In classe 1 en tant quiexclusive de In classe 11,

Tachons de comprendre cette étrange situation de maniére plus approfon-
die, D'aprés ce que nous venons de dire, I'ensemble des ey ne peut manifes-
tement &tre constitué — indépendamment de |‘(I]rdl't des ey qui d?pcnd de
la maniére relativement arbitraire dont la bijection peut étre établie — que
si 'ensemble des ¢ est supposé pouvoir étre épuisé par |a h!;m:ufm. ce qui
est une autre forme de 'hypothése H. Or, telle est la médiation, | eme_mhlg
des ey est I'ensemble D diagonal. L'argument dc.ia dlaglonnle mlnm:cl
faire jouer la réflexivité en sens inverse du sens qui a servi i const tu::r. 'cs.
ey, c'est-a-dire & se demander si cet enzr.cmblc r.-s‘t identifiable p:.fn‘r |cs‘mu'_u. rDs.
de la bijection avee les éléments de E. Selon | E_'Lypu{hf':su_ﬂ. I'ensemble
doit étre un Py, et selon le raisonnement, cette identification de D i E" est
absurde. Pour le montrer, en effet, on suppose que D est un Py, ¢ est-i-dire
un ensemble identifiable par le moyen de la bijection avec un élément d dc‘
E. Comme D est constitué d'éléments ¢y, ¢'est-a-dire ll'élémf:rllts‘ﬂﬂ E :1:0111
on dispose qui sont absents de leur Pey correspondant, d.::{:c qui n"appartien-
nent pas & leur Pey correspondant, réc:‘pmqmr.-m:ur, lelr’:mefu de E qnm
correspond A un Peyy dont on dispose ne peut Etre F'un I.IF ses éléments. Or
D) est constitué de telle maniére qu'il engendre la rumrﬂrh-::‘_i-::-.-t. dés lors Inﬂul
au moins qu'on se demande si D est un Pey ou un Pey: sl “E un ?E.. l_:u.l:
signific que d est un ¢;, donc que d appartient & D; or D n'est LGI'Iﬁ.'[ITIl
que d'éléments ey, donc d ne peut &tre un ¢; mais doit é:re un ey; par
conséquent d ne peut apparienir i D et D ne peul étre un Pey, donc il d::st;
étre un Pey; mais s'il est un Pey, cela signific que d est un ¢y, done que
ne peut pas appartenir & D or D est précisément constitué de te]?la?léln?nts

¢y done doit contenir d; par suite D ne peut pas étre un Pey mais un Pey,
et ainsi de suite dans le cercle qui renvoie de 'une & Mautre Eoss[bmte nlplfs
méme que I'un et 'autre sont impossibles parce que contradictoires en soi.
Autrement dit, D est un ensemble tel que s'il se réficchit en un élémcql d
de I qui est & lu fois I'un de ses éléments, alors il n'est pas | cnsem_b!u_ D
qui a été construit, et gque, s'il se réfléchit en un é:.'lf:mtl'll d _u.le E qui n est
pas I'un de ses éléments, alors cet élément doit lui appartenir. En d'autres
termes. cette réflexion en sens inverse fait apparaitre un élément d de E qui
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n'est reconnatssable en 13 qu'en tamt qutil en est absent el qui n'est absent de
D qu'en tant qu'il y est reconnaissable, Cet élément qui joue entre la présence
et I'absence n'existe donc pas, ou plutdt, il n'existe qu'en tant qu’il n'existe
pas, c'est la fiction nécessafre qui découle de I'hypothése H. L'argument
consiste donc & montrer que I'hypothése H doit étre abandonnée en tant
gu'elle engendre un élément d de E qui est une pure fiction, une pure
apparence d'éldment de E qui est telle que si elle apparait en D (coordonnée
par la bijection), elle doit en disparaiire, et gue si elle disparait en D elle doit
y apparaitre. L'élément d a donc fous les caraciéres de U'illusion transcendan-
tale, puisque son apparence se réduit & I'imminence de son apparition tout
autant qu'd I'imminence de sa disparition, donc puisque son apparence se
réduit i son imminence dont la réalisation seule conduit & la double contra-
diction, selon qu'elle ¢st poussée dans le sens de I'apparition ou dans le sens
de la disparition. Et comme cetle fiction nécessaire esi une conséquence de
I'hypothése H, on voit que, si elle est illusion transcendantale, elle révéle
du méme coup 'hypothése H comme illusion transcendantale, & savoir
comme I'illusion transcendantale du fait qu'un ensemble E d'éléments soit
du méme coup ensemble de tous les ensembles constitués & partir de ces
éléments, par conséquent comme lillusion transcendantale que Uensemble
E, et par suite l'ensemble infini dénombralde soit un infini absoli ou incon-
ditionné: c'est done le concept d'un ensemble comme ensemble de tous les
ensembles conmiennus en lui en méme temps qu'ensemble de ses éléments qui
est une illusion transcendantale, lide & lintuition d'un ensemble, engendrant
Iélément d comme illusion transcendantale™.

Il nous reste done i voir comment, par la double réflexion réversible des
éléments de B dans les éléments de P(E) s'engendre I'élément d comme
véritable illusion transcendantale, done o exercer notre réflexion critique-
transcendantale sur Pargument de la diagonale. Selon sa structure logique,
'argument montre que 'hypothése I de U'autoréflexion absolue de E sur
P(E) engendre une absurdité: car cette hypotheése rend possible la constitu-
tion de lensemble diagonal qui représente, nous I'avons dit, 'irreprésentable
par les moyens représentatifs de E (par la bijection qui ferait de D un Py).
Ce paradoxe est donc bien que I'hypothése de I'autoréflexion absolue nous
permet de nous représenter Uensemble D par wne construciion, constitué
d'éléments de E (les ey), qui est ponrtant irreprésentable par les moyens
représentatifs de E, N'est-ce pas dés lors cet ensemble D lui-méme qui est
illusion transcendantale, en tant justerment qu'il est la représentation de Uirre-
présentable, c'est-d-dire l'apparence de ce gqui pe pent avolr d'existence par
les seuls moyens de I'ensemble E? Et apparence qui ne surgit que de
I'hypothése H dont la démonstration par |'absurde montre précisément que
ce n'ttait qu'une fiction, c'est-a-dire aussi une pure apparence transcendan-
tale ne correspondant & rien de «réel» (dans le cadre de la théorie), mais
engendrée sculement, comme on a coutume de le dire, par les moyens
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wnaifss de l'intuition, & savoir l'illusion transcendantale de 'autoréflexion
absolue des éléments de E dans chacun des sous-ensembles de E (ce qui
n'est pas a prior absurde du point de vue de l'infini)? Mais si tel est le cas,
ne pourrait-on pas dire, en ce qui concerne tout au moins le transfini (puisque
la démonstration est évidente dans le cas du fini}, que si I'on pose par
hypothése que V'infimi dénombrable constitue un ensemble, I'ensemble des
parties de cet ensemble, & savoir P(E), n'est lui-méme qu'une fiction ou une
illusion transcendantale, et cela, en tant que, nous l'avons vu, D serait
lui-méme une illusion transcendantale représentative d'une infinité non dé-
nombrable d'ordres différents, différenciés chaque fois par Parbitraire de la
bijection ? Bref, ce que Cantor nommera en 1899 une nmultiplicité inconsistan-
re? Car D est précisément représenté par les moyens du dénombrable pour
montrer qu'il ne représente, en réalité, que l'irreprésentable par les moyens
du dénombrable — c¢'est seule la fiction de I'hypothése H qui permet de
I'engendrer, et nous voyons que le raisonnement s'écroule, précisément si
on abandonne cette hypothése H, puisque les classes 1 et II ne sont plus,
alors, nécessairement exclusives, puisque, done, le caractére fantomatique
de Pélément d dans 'hypothése H se répercute sur le caractére fantomatique
des éléments ¢y, par suite puisque 'ensemble D ne pourrait plus, alors, étre
constitué que d'éléments fantomatiques, seulement présents en E en tant
qu'absents des P, repris duns la bijection. On nous dira, & juste titre d'un
point de vue mathématique, que par ce que nous venons de dire, nous
privilégions indbment 'infini dénombrable comme seul susceptible de pou-
voir constituer des ensembles, ou que nous posons en vérité linfini dénom-
brable comme un inconditionné en dgard & ce qui permet de constituer des
ensembles, et quiil n'y a, & cela, aucune raison intrinséquement mathémati-
que comme le montre la néeessité de la création cantorienne, Mais nous
rétorquons i ce genre d'argument que Lo eréation cantorienne, "arithmétique
du transfini (la suite des cardinaux transfinis et des classes de nombres
ordinaux transfinis) résulte d'un véritalle acte de foi (ou de I'illusion trans-
cendantale en un sens déji quasi kantien: ¢'est U'illusion de la déterminité
actuelle de Pinfini qui permet d'engendrer la suite déterminée univoquement
du dénombrable): d'une extension des pouvoirs de notre esprit, qui est
certes géniale, au-deld des limites de l'nctuellement nombrable, et par la,
d'une position du transfind qui n'est pas critiquée de lintérieur, qui n'est
contrdlée par aucune instance critique, comme le montre bien, justement,
I'argument de la diagonale, puisque, si l'on abandonne I"hypothése H, comme
la démonstration nous conduit precisément & le faire, il devient impaossible
de constituer U'ensemble diagenal en tant que celui-ci ne serait plus constitugé
que d'éléments fantdmes ne pouvant surgir pour l'esprit que si celui-ci
postule de lui-méme qu'il peut épuiser le dénombrable, ou tout au moins le
définir strictement par des moyens logiques et axiomatigues (ce qui est rendu
définitivement impossible par le théoréme de Lowenheim-Skolem). Tout ce
que l"argument montre, c'est que, si I'on fait la pétition de principe qu'il

113



existe l'ensemble infini dénombrable, cet ensemble n'est pas inconditionné
ou absolu parce qu'il est nécessairement inclus dans un ensemble «plus
grand» qui pourra, en principe, ére caractérisé par une bijection entre ses
éléments et la multiplicité des ordinaux transfinis qui leur correspondent, et
ainsi de suite (constitution des différentes classes de nombres transfinis)
puisqu'il n'y a plus, dés lors, aucune raison de g'arréler — le transfini
engendrant indéfiniment de lui-méme le transfini, ce que Cantor voulait
justement démontrer. 1l s"avére alors bien que l'infini dénombrable n'est
pas un absolu, mais un refatif, un transfini relatif A tous les autres uppelés
A s'emboiter indéfiniment les uns dans les autres, de proche en proche, dans
des totalités de plus en plus infinies, si le mot est possible. Mais alors, si
l'on considére déja que I'hypothése H est une fiction transcendantale, non pas
en tant qu'elle suppose une autoréflexion absolue de E dans P(E), mais en
tant simplement qu'elle suppose une antoréflexion absolue du dénombrable
en fui-méme (puisqu’il faut dpuiser tous les éléments de E), toute larithmdéti-
gue transfinle n'est-elle autre chose qu'une sorte d'arithmétique de {'illusion
transcendantale, on, indéfiniment, Uillusion transcendantale engendrerait de
l'iltusion transcendantale? Et ce, pour finalement se révéler telle dans les
paradoxes ou antinomies de la théorie cantorienne du transfini,

Le paradoxe de Uhypothése H est qu'elle permet de représenter D comme
ensemble irreprésentable par awtoréflexion absolue de E dans P(E). Clest
done 'autoréflexion absolue de E dans P(E) qui permet de représenter
I'ensemble I diagonal comme irreprésentable au sein méme de cetie auto-
réflexion absolue. La est la contradiction que Pargument de la dingonale
exhibe rigoureusement par les movens de la logique. Examinons-la de plus
prés encore, et tichons d'en tirer les conséquences en ce qui concerne les
différents modes de rejet de I'hypothése H, Tout vient, en réalité, de ce
que I'hypothése H est wrilisée deux fois: une premiére fois pour constituer
les deux classes 1 et 11 exclusives, et done pour constituer l'ensemble D
diagonal, une seconde fois pour aflirmer que cet ensemble D diagonal doit
étre un Py, ¢'est-d-dire un sous-ensemble de E repris dans la bijection, Toute
la question du rejet de Vhypothése H vient du fait que c'est en réalité sa
seconde utilisation qui est réfutée; D ne peut éire un Py Certes, par la
méme, la premitre utilisation I'est aussi. Mais Uhypothiése H est en réalité
une hypothése plus complexe qu'il n'y parait: en supposant établie Ia bijec-
tion entre E et P(E), elle suppose, dans son application au transfini, qu'une
bijection puisse étre établie entre I'ensemble infini dénombrable et un autre
ensemble de méme puissance, done que P'on puisse épuiser par elle tous les
éléments sans exception de infini dénombrable — ce qui est la présupposi-
tion du transfini de cardinalité $; —, et clle suppose, par surcroit (seconde
partie de Phypothése H), que les P, représentés par celte bijection ne sont
pas tous des Pey, done que l'ensemble des e est inclus dans |'ensemble E
— car il le faut pour quiil ¥ ait au moins un ¢, nécessaire pour canstituer
I'ensemble diagonal, et par I4, la contradiction. Or cette seconde partic de
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I'hypothitse H n'est en réalité pas justifiée, sinon -_intui:ivcnwm., el sl elle
était fausse, si {Pe} était de méme puissance que E, si tous les éléments e
de E étaient des ey, il serait impossible de construire l'ensemble diagonal
D, puisque, nous le voyons, les classes 1 et 11 ne seralent plus, dés _lnrs:_
exclusives, puisque un ey trouvé au fil de la mise en correspondance biuni-
voque pourrait fort bien se révéler, plus tard selon le méme fil, tre un e/,
Or, quand nous disons que c'est la seconde application de I'hypothése H
qui est réfutée, ce que nous disons en réalite, clest que u’esf cuEte d::m_cieme
partie de 'hypothése H qui pourrait scule, étre réfutée: il n'y aurait pas
d'ensemble diagonal, susceptible d'engendrer la contradiction, car il n'y
aurait pas, dans E, d'éléments ey pouvant le constituer — et le soupgon est
Accry 5i nous remarquons que le caractére de ey est justement d’étre présent
en E sl est absent du Pey qui est censé lui correspondre, et Ipltésent.
c'est-A-dire reconnaissable en E. Mais, si nous écrivons cect au conditionnel,
¢'est que nous savons que celte interprétation ne va pas eI_Ic-mémuf Sans une
présupposition : celle que l'infim dénombrable est u:n!pum_if:—k-, c'est-d-dire
en réulité {ndéfini, ou, dans le langage cantoricn, inconsistant, donc que
I'infini dénombrable ne peut pas lui-méme étre considéré comme un ensem-
ble, puisque dans la suite infinic du dénombrable, et dans la suite infinie
des couples d'éléments de E et de P(E) que constitue la bijection, il sera
toujours possible, en vertu de cette infinité toujours d!n:lmmmbk ou +mruu-
ment inépuisable, de trouver qu'un élément de E paraissant tout d'abord
comme un ey se révelera, dans la suite inépuisable, &tre un ey, Sinon, 1I‘31.r
a nécessairement des ey, mais infuitivement, €tant donné quiil y en a déja
nécessairement dans le cas ou E est un ensemble fini, done en considérant
I'ensemble infini dénombrable comme s'il était un ensemble fini, I-:‘csa‘.-h-dlr:
entidrement déterminé, en sorte que c'est cette détermination qui permet de
se représenter I'ensemble D diagonal comme ensemble ifrrprt‘sc.-rmbk dans
la bijection. N'y a-t-il pas quelque part une mnltraclmuun gntre cette h:,:-
pothése de la détermination compléte de l'infini dénombrable et le fa';t
qu’elle permette d’engendrer un ensemble D impliqumlﬂ quradl::*lmn? N y
a-t-il pas, en guelque sorte, propagation de la contradiction ?LQu est-ce qui
est véritablement & rejeter dans I'hypothése H? Son absurdité démm_n{r_éc
par I'argument ne doit-elle pas au moins nous faire envisager la possibilité
que l'infini dénombrable ne puisse, précisement, etre cnmp]&tamel:qt détermi-
né? Et n'est-ce pas cette possibilité que Richard envisage dans I'exposé de
son paradoxe 7 Quel serait, ici, 'équivalent de cel expose T Sinon précisément
qu'il serait impossible de savoir si un élément € de E €St Un € Ou un ey
tant que l'ensemble E des e ef 'ensemble P(E) des P, n'est pas supposé
dpuisé par la bijection, et que, dans la mesure I}I:II I"argument l.l.tii.gﬂll:ﬂl montre
précisément que si 'ensemble E peut étre épuisé, 'ensemble F'{I.:.:! ne peut
I'étre, il sera toujours possible de trouver un P, non repris dans I'énuméra-
tion, et par 1a méme, de lui associer, dans le cas de linfini dénnmlafa'l__‘n!c.
un élément de B différent de tous les autres; mais c'esl cette pmsﬁn].lté.
méme qui est niée par U'hypothése de la détermination compléte de Uinfini
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dénombrable (telle est, en réalité, la partie de I'hypothése H qui n'est pas
rejetée par la démonstration de Cantor, qui prouve en fail, quant au trans-
fini: s'il y a de I'infini dénombrable de cardinalité g, alors il existe un
imfini qui, sil a un cardinal, est de puissance immédintement supéricure).
Clest cette négation qui permet donc d’engendrer la contradiction & partir
de D = Py, et donc la nécessité d'envisager d, non plus comme un élément
de E, de 'infini dénombrable, mais comme un élément & vrai dire différent
de tous les éléments de E, et d’une tout autre nature, 1l en résulte que c'est
le paradoxe du théoréme de Cantor (qu'on retrouvera mutatis mutandis au
caeur du théoréme de Lowenheim-Skolem) que la détermination compléte de
Uinfini dénombrable permet de constinuer un ensemble {rreprésentable D par
les mayens de Uinfini dénombrable (par la bijection autoréflexive). Clest dire
que Cantor ne rejette que la seconde application de 'hypothése H tout en
gardant la premiére, alors méme, nous "avons vu, que 'on pourrait, comme
Richard, la rejeter en bloc, dans ses deux applications, mais au prix de
l'inconsistance de 'ensemble infini dénombrable — et ce sera le génie de
Giddel de reprendre sur nouveaux frais, avec les moyens du langage formel
€l de I'arithmétisation des formules, le paradoxe de Richard, pour ne rejeter
de I'hypothése H que sa seconde application, puisque, son théoréme mon-
trant gqu'il est toujours possible de construire, par les moyens de la syniaxe
d'un systéme formel, une proposition indécidable dans le systéme, il montre
en réalité qu'il existe dans le systéme des propositions faisant partie de
linfini dénombrable, énongant quelque chose «d'irreprésentable» dans le
systéme, puisque susceptible ni de la validité ni de la non-validité, mais qui
peut seulement étre «représentés en de tels termes dans un méta-svstéme
plus large et plus fort.

En canséquence, l'ensemble diagonal I ne peut fire déterminé que si P'on
suppose l'ensemble E entiérement déterminé, et déwerminé en ses parties
comme un ensemble de parties irreprésentable par les moyens de la détermi-
nation compléte de E que suppose la bijection. Mats l'ensemble diagonal D
reste indéterminé si 'ensemble E 1i'est pas un ensemble, ou est une multiplicité
inconsistante, et alors il est simplement radicalement irreprésentable, parce
qu'il n'y a plus aucun moyen possible de représentation dans I'infini, ou, ce
qui revient au méme, parce que I'infini n’est qu'une illusion transcendantale,
une pure apparence de lintuition ne correspondant & aucune apparition
vraie dans l'intuition, en tant que U'infini ne correspondrait qu'a I'illusion
transcendantale nécessaire d'un @ priori en réalité irreprésentable. Mais il
ne semble pas que nous puissions trouver, ici, de régle crifigue transcendan-
tale permettant de régler un «bon usage=, garanti de toute illusion, de la
raison mathématique™. Ou bien on admet, par 'acte de foi cantorien, la
réalité du transfini, ou bien on ne 'admet pas, se disant, pour paraphraser
Pexpression de Hilbert, que le paradis cantorien dépasse décidément trop
les possibilités humaines, lides au temps, done au rythme nécessaire de
Fitération que suppose I'établissement de ln bijection, et qu'il faudrait pou-
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voir disposer d'un temps infini pour vérificr les propositions concernant le
transiini, Mais ce scrait, comme l'aurait dit Cantor, limiter abusivement la
liberté de I'imagination mathématique, et par i, perdre toutes les possibili-
tés, trés riches, de l'arithmétique du transfini. Et puis, il v a les nombres. ..

On pourrait encore réagir autrement, et ¢'est ainsi que nous avons ten-
dance & le faire, du moins provisoirement, en disant que si 'infini dénombra-
ble pris comme ensemble est une illusion transcendantale le faisant justement
paraitre comme un ensemble, il y a une logique dans cette illusion transcen-
dantale puisqu'elle en fait paraitre d'autres, et tout d'abord l'illusion trans-
cendantale faisant paraitre V'infini non dénombrable au fil de la suite des
cardinaux transfinis et des classes de nombres correspondantes, comme si
I'a priori, ainsi représenté illusoirement, ¢'est-d-dire par une extrapolation
non critigue des pouveirs de Pesprit humain, avait par 1i le pouvoir de se
stratifier en feuillets ou en illusions transcendantales se renvovant 'une Iau-
tre, selon le méme processus contenu dans 'argument diagonal, & infini,
de réflexion en réflexion dans une sorte d'abime, L'aporie...
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ble soit actuel ou constitutil d'un ensemble au sens cantorien. Nows allons ¥ revenir, mais nous
voyons déji que toute la difficulté réside dans les moyens lagiques dont nous disposons pour
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aorthodoxe s, des mathématiques, n abouti 3 la eréformes gue 'on sait, c'est-dedire 4 la
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