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2)1ت التالیة :المعادلا£المجموعةحل في :1تمرین 5z =2(
2 4z = -3(2 3z = -
2)1أجوبة : 5z 5z:یعني  = 5zو= = -

}ومنھ :  }5; 5S = -

2(2 4z = )یعني- )22 2z i=:2z i=2وz i= -

}ومنھ :  }2 ;2S i i= -

3(2 3z = )یعني- )2
2 3z i=:3z i=3وz i= -

}ومنھ :  }3 ; 3S i i= -

:ت التالیة المعادلا£حل في المجموعة :2تمرین
1(2 2 0z z- + =
2(2 2 0z z- - =
3(2 2 1 0z z- + =

ممیز المعادلة ھو: )1:أجوبة 

( ) ( ) ( )222 4 1 4 2 7 7b ac iD = - = - - = - =.

1حلا المعادلة ھما: 
1 7 1 7

2 2 2
iz i+

= = و +

2 1
1 7
2 2

z z i= = -.

1إذن:  7 1 7;
2 2 2 2

S i i
ì üï ï= - +í ý
ï ïî þ

ممیز المعادلة  ھو :) 2
( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 9 3b acD = - = - - - = =

1حلا المعادلة ھما:
1 3 1

2
z -
= = 2و -

1 3 2
2

z +
= =.

}إذن: . }1;2S = -

)ممیز المعادلة ھو:)3 )22 4 2 4 0b acD = - = - - =

2مزدوجا ھو:حلا حقیقیا للمعادلة  1
2 2
bz
a

-
= - = - إذن: .=

{ }1S =

), نضع:£من zلكل :3تمرین ) 2 2 2P z z z= - +

)أحسب.1 )1P i-

)استنتج حلول المعادلة .2 ) 0P z =

)1الجواب :
( ) ( ) ( )21 1 2 1 2 2 2 2 2 0P i i i i i- = - - - + =- - + + =

1وبالتالي :  1z i= )جذر للحدودیة العقدیة - )P z

1ونعلم أن : اذن 2
bz z
a

+ = 2أي -
21

1
i z -

- + = -

2أي :  2 1 1z i i= + - = }ومنھ : + }1 ;1S i i= - +

المعادلتین التالیتین:£حل في المجموعة:4تمرین
1(( ) ( )2 29 4 0z z+ - =2(2 6 13 0z z- + =

))1الجواب : )( )2 29 4 0z z+ - 2یعني = 4 0z - أو =
2 9 0z + =

2یعني  4z 2أو = 9z 4zیعني -= 4zأو= 9zأو-= i=أو
9z i=-

2zیعني  2zأو= = 3zأو- i=3أوz i= -
}ومنھ :  }3 ;3 ; 2;2S i i= - -

ممیز المعادلة ھو :)2
( ) ( ) ( )2 22 4 6 4 13 36 52 4b ac iD = - = - - = - =.

)حلا المعادلة  )E :1ھما
6 4 3 2

2
iz i+

= = و +

2 1 3 2z z i= = -.
}إذن:  }3 2 ;3 2S i i= - +

المعادلة : £) حل في مجموعة الأعداد العقدیة 5:1تمرین
2 8 17 0- + =z z.

الحدودیة £)نعتبر في مجموعة الأعداد العقدیة 2
( ) ( ) ( )3 28 17 8 17- += + + - +P z z i z i z i.

)بین أن الحدودیة .أ )P z. تقبل حلا تخیلیا صرفا وحیدا
;حدد الأعداد الحقیقیة .ب ;c b a  : حیث

( ) ( ) ( )2+= + +iP z z az bz c.
)المعادلة £حل في .ج ) 0P z =.

2)1أجوبة : 8 17 0- + =z z
ممیز المعادلة ھو :

( ) ( ) ( )2 22 4 8 4 17 64 68 2b ac iD = - = - - = - =.

)حلا المعادلة  )E :1ھما
8 2 4

2
iz i+

= = و +

2 1 4z z i= = -.
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}إذن:  }4 ;4S i i= - +

0لیكن :  أ) )2 =z bi لمعادلة.لحلا تخیلیا صرفا
)لدینا اذن :  ) ( )3 2

0 0 08 17 8 17 0- ++ + - + =z i z i z i

)یعني :  ) ( ) ( ) ( ) ( )3 28 17 8 17 0- ++ + - + =bi i bi i bi i

)یعني :  )3 28 17 8 17 0- +- - + + + =ib i b bi b i

3یعني :  2 28 17 8 17 0- + - + + + =iib b b bi b i

)یعني :  )2 3 28 8 17 17 0+ + - - + + =b b i b b b

یعني : 
2

3 2

8 8 0

17 17 0

ì + =ï
í
- - + + =ïî

b b

b b b
)یعني :  )

3 2

8 1 0

17 17 0

ì + =ï
í
- - + + =ïî

b b

b b b

3یعني :  2

0 1

17 17 0

= =-ìï
í
- - + + =ïî

b oub

b b b

0=b : 3لا یحقق المعلدلة الثانیة  لأن 20 0 170 17 0- - + + ¹
1= -b : یحقق المعلدلة الثانیة لأن

( ) ( ) ( )3 21 1 17 1 17 0- - - - + - + =

=1ومنھ  -b : اذن( )0 1= - = -z i i تخیلي صرفحل
لمعادلة.ل

)ب))2 ) ( )2 3 2 2+ + + = + + + + +iz az bz c az bz cz aiz biz ci

( ) ( ) ( )3 2= + + + + +P z az b ai z c bi z ci

)بالمقارنة مع  ) ( ) ( )3 28 17 8 17- += + + - +P z z i z i z i

نجد أن :

1
8

17 8
17

=ì
ï + =- +ï
í + = -ï
ï =î

a
b ai i
c bi i
ci i

یعني :

1
8

8 17 8
17

=ì
ï =-ï
í - = -ï
ï =î

a
b
c i i
c

=8و  a=1ومنھ :  -b 17و=c وبالتالي الكتابة الجدیدة ل
( )P z

)ھي : ) ( ) ( )2 8 17+= - +iP z z z z

)ج))2 ) 0=P z یعني( ) ( )2 8 17 0+ - + =iz z z

2یعني  8 17 0- + =z z 0أو+ =iz
1یعني 4z i= 2و أ+ 4z i= 0أو - = -z i

}: يوبالتال }4 ;4 ;S i i i= - + -

, المعادلة:£نعتبر في المجموعة:6تمرین
( ) ( ) ( )3 2: 2 3 1 4 1 3 8 0E z z z+ - + - - =

)حل للمعادلة 2بین أن العدد .1 )E
, لدینا:£من zبین أن لكل .2

( ) ( ) ( ) ( )3 2 22 3 1 4 1 3 8 2 2 3 4z z z z z z+ - + - - = - + +

)المعادلة£حل في.3 ) 0P z =.
)1أجوبة :

( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 3 1 2 4 1 3 2 8 8 8 3 1 8 8 1 3 8+ - + - - = + - + - -

8 8 3 8 8 8 3 8 0= + - + - - =
)حل للمعادلة 2العدد ومنھ :  )E

2(( ) ( )2 3 2 22 2 3 4 2 3 4 2 4 3 8z z z z z z z z- + + = + + - - -

( ) ( )3 22 3 1 4 1 3 8z z z= + - + - -

3(( ) 0=P z یعني( )( )22 2 3 4 0z z z- + + =

2یعني  2 3 4 0+ + =z z 2أو 0- =z
2یعني  2 3 4 0+ + =z z 2أو=z

2نحل المعادلة :  2 3 4 0+ + =z z
ممیز المعادلة ھو :

( ) ( ) ( )
2 22 4 2 3 4 4 12 16 2b ac iD= - = - = - =.

2حلا المعادلة  2 3 4 0+ + =z z

1ھما: 
2 3 2 3

2
iz i+

= = 2و + 1 3z z i= = -.

)مجموعة حلول المعادلةإذن: )E : ھي{ }3 ; 3 ; 2S i i= - +

2سي للعدد العقدي الأترمیزالحدد :7تمرین 2z i= +

2z, لدینا:لیكن:الجواب : ]و = ]arg 2
4

z p pº إذن

42
i

z e
p

zسي للعدد العقديالأترمیز الھو=
أعط شكلا أسیا لكل عدد من الأعداد التالیة::8تمرین

1(1 2 2z i= +2(2 1 3z i= -3(1 2z z´

4(1

2

z
z

5(( )12
2z

1)1أجوبة : 2 2z i= 2لدینا: + 2
1 2 2 8 2 2z = + = =

1 12 2 2 2 2 2 cos sin
4 42 2

i i ip pæ ö æ ö+ = + = +ç ÷ç ÷ è øè ø

4ومنھ :
1 2 2

i
z e

p

=

2(2 1 3z i= )لدینا: - ) ( )22
2 1 3 4 2z = + - = =

1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

i i ip pæ ö æ ö- = - = -ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø
)ونستعمل : القاعدة التالیة :  )cos cosx x- )و = )sin sinx x- =-

اذن : 
2 2 cos sin

3 3
z ip pæ öæ ö æ ö= - + -ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø

3ومنھ :
2 2

i
z e

p
-

=

3(3 4 34 12
1 2 2 2 2 4 2 4 2

i i ii i
z z e e e e

p p pp p
- - -

´ = ´ = =

4(
74

4 31 4 3 12

2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2

i
i i i i i

i

z e e e e
z

e

p
p p p p p

p

æ ö- - +ç ÷è ø

-
= = = =

5(( )
12

1212 43 3
2 2 2 2

i i iz e e e
p p

p- - -æ ö
= = =ç ÷
è ø

2بین أن::9تمرین cos 2 1cos
2
qq +

¡منqلكل =

cos:حسب صیغ أولیر لدیناالجواب :
2

i ie eq q

q
-+

و=

2cosin ine e nq q q-+ =
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و منھ:

( ) ( )( ) ( )( )
2

2 22 2 21 1cos 2 2
2 4 4

i i
i i i i i ie e e e e e e e

q q
q q q q q qq

-
- - -æ ö+

= = + × + = + +ç ÷
è ø

   .

( )1 cos 2 12cos 2 2
4 2

q
q

+
= + =

2بین أن::10تمرین 1 cos 2sin
2

qq -
¡منqلكل =

qلیكن الجواب : Î¡:لدیناsin
2

i ie e
i

q q

q
--

و=

sin
2

in ine en
i

q q

q
--

و منھ:=

( ) ( )( ) ( )( )
2

2 22 2 21 1sin 2 2
2 4 4

i i
i i i i i ie e e e e e e e

i

q q
q q q q q qq

-
- - -æ ö-

= =- - × + =- + -ç ÷
è ø

 .

( )1 1 cos 22cos 2 2
4 2

qq -
= - - =

لدینا:¡منqو¥منnلكل ملحوظة:
( )2cosin ine e nq q q-+ )و= )2 sinin ine e i nq q q-- =

3بین أن::11تمرین 1 3cos cos3 cos
4 4

q q q= ¡منqلكل +

qلیكن الجواب : Î¡حسب صیغة أولیر لدینا:

cos
2

i ie eq q

q
-+

cosاذن=
2

in ine en
q q

q
-+

=

منھ:و 

( ) ( ) ( ) ( )( )
3

3 2 2 33 1cos 3 3
2 8

i i
i i i i i ie e e e e e e e

q q
q q q q q qq

-
- - -æ ö+

= = + × + × +ç ÷
è ø

( )3 3 2 2 31cos 3 3
8

i i i i i ie e e e e eq q q q q qq - - -= + × + × +

( ) ( )( )3 3 31cos 3
8

i i i ie e e eq q q qq - -= + + +

):ونعلم أن  )2cosin ine e nq q q-+ و منھ:=

( )1 1 32cos3 3 2cos cos3 cos
8 4 4

q q q q= + ´ = +

3بین أن::12تمرین 1 3sin sin3 sin
4 4

q q q=- ¡منqلكل +

qلیكن الجواب : Î¡حسب صیغة أولیر لدینا:

sin
2

i ie e
i

q q

q
--

=

منھ:و

( ) ( ) ( ) ( )( )
3

3 2 2 33 1sin 3 3
2 8

i i
i i i i i ie e e e e e e e

i i

q q
q q q q q qq

-
- - -æ ö-

= =- - × + × -ç ÷
è ø

.

( )3 3 2 2 31sin 3 3
8

i i i i i ie e e e e e
i

q q q q q qq - - -=- - × + × -

( ) ( )( )3 3 31sin 3
8

i i i ie e e e
i

q q q qq - -=- - - -

2:ونعلم أن  sin in ini n e eq qq -= -

( )1 1 32 sin 3 3 2 sin sin 3 sin
8 4 4

i i
i

q q q q= - - ´ = - +

4بین أن::13تمرین 1 1 3sin cos4 cos2
8 2 8

q q q= - +

¡منqلكل 

qلیكن الجواب : Î¡حسب صیغة أولیر لدینا:

sin
2

i ie e
i

q q

q
--

=

و منھ:
4

4sin
2

i ie e
i

q q

q
-æ ö-

= ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 3 2 2 1 3 44 1sin 4 6 4
16

i i i i i i i ie e e e e e e eq q q q q q q qq - - - -= - × + × - +.

( )4 4 3 2 2 3 41sin 4 6 4
16

i i i i i i i ie e e e e e e eq q q q q q q qq - - - -= - × + × - × +

( )4 4 2 2 41sin 4 6 4
16

i i i ie e e eq q q qq - -= - + - +

( ) ( )( )4 2 2 4 41sin 4 6
16

i i i ie e e eq q q qq - -= - + + + +

( ) ( )( )4 2 2 4 41sin 4 6
16

i i i ie e e eq q q qq - -= - + + + +

)لدینا: )2cosin ine e nq q q-+ منھ:و =

( )4 1sin 4 2cos2 6 2cos4
16

q q q= - ´ + +

( )4 1sin 4cos2 3 cos4
8

q q q= - + +

4 1 1 3sin cos4 cos2
8 2 8

q q q= - +

sinبین أن::14تمرین 2 2sin cosq q q= و
2 2cos 2 cos sinq q q= ¡منqلكل -

لدینا حسب صیغة موافر:الجواب :
( )2cos sin cos 2 sin 2i iq q q q+ = +

و لدینا أیضا:
( )2 2 2cos sin cos sin 2 sin cosi iq q q q q q+ = - +

2و منھ: 2cos sin 2 sin cos cos 2 sin 2i iq q q q q q- + = +
sinإذن:  2 2cos sinq q q= 2و 2cos 2 cos sinq q q= -

(حسب خاصیة تساوي عددین عقدیین)
صیغة موافر أن:باستعمال بین:15تمرین

3cos3 4cos 3cosq q q= ¡منqلكل -

3sinأن:و 3 3sin 4sinq q q= ¡منqلكل -

لدینا حسب صیغة موافر:الجواب :
( )3cos sin cos3 sin 3i iq q q q+ = +

و لدینا أیضا:
( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 "3cos sin cos 3 cos sin 3cos sin sini i i iq q q q q q q q+ = + + +

( )3 2 2 3cos 3cos sin 3cos sin siniq q q q q q= - + -

و منھ:
( )3 2 2 3cos 3cos sin 3cos sin sin cos3 sin3i iq q q q q q q q- + - = +

2إذن:  3sin3 3cos sin sinq q q q= -
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3و  2cos3 cos 3cos sinq q q q= (حسب خاصیة تساوي -
عددین عقدیین)

3 2cos3 cos 3cos sinq q q q= -
( )3 2cos 3cos 1 cosq q q= - -

3 3 3cos3 cos 3cos 3cos 4cos 3cosq q q q q q= - + = -

( )2 3 2 3sin3 3cos sin sin 3 1 sin sin sinq q q q q q q= - = - -
33sin 4sinq q= -

22Z- 1: £حل في :16تمرین -2Z+5=02-
3 23Z -3Z +2Z-2=0

22Zحل المعادلة : -1:الأجوبة -2Z+5=0

36Dلدینا :     = -1 2
2 36 2 36

4 4
- +

= =
i iz z;

1إذن :    3 1 3;
2 2
- +ì ü= í ý

î þ
i iS

2-3 23Z -3Z +2Z-2=0
3یعدم     1لاحظ أن  :   ن 23Z -3Z +2Z-2

3یقسم  z-1و منھ :       23Z -3Z +2Z-2
)نجد :     ) ( )3 2 23Z -3Z +2Z-2 = Z-1 3Z +2

23Zحل المعادلة  :         +2=0

2 2Z
3

= 2إذن :  -
3

=Z i  2أو
3

= -Z i

3ومنھ :  23Z -3Z +2Z-2=0

2أو  Z=1یعني :   
3

=Z i  2أو
3

= -Z i

2إذن :     21; ;
3 3

ì üï ï= -í ý
ï ïî þ

S i i

):71تمرین ) ( )3 2( ) 16 89 16 89P Z Z i Z i Z i= - - + - +

)بین أن )1 ) 0P Z =:( )E 0تقبل حلا تخیلا صرفاzیجب تحدیده
): £حل في )2 ) 0P Z =

)بین أن لن)1:الأجوبة ) 0P Z تقبل حلا تخیلا صرفا =
0نعتبر :    =z ib

( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 2
0

2 3 2

2

3 2

( ) 0 16 89 16 89 0

16 16 89 89 0

16 16 0
89 89 0

P z ib i ib i ib i

b b i b b b

b b
b b b

= Û - - + - + =

Û + + - - + + =

ì + =ïÛí
- - + + =ïî

0( ) 0 1P z b= Û = -

)و منھ :  ) 0P Z 0تقبل حلا تخیلا صرفا = = -z i
)حل المعادلة )2 ) 0P Z : £في =

)جدر ل i-بما أن :  )P Z: فإن

( ) ( )( )2 a b= + + +P Z z i z z

( ) ( ) ( )3 2a a b b= + + + + +P Z z i z i z i

)و بما أن :  ) ( )3 2( ) 16 89 16 89P Z Z i Z i Z i= - - + - +

16aفإن :   = 89bو           - =

)و منھ :     ) ( )( )2 16 89= + - +P Z z i z z

2حل المعادلة :      16 89 0- + =z z
100Dنجد :  = 8ومنھ- 5= -z i 8او 5= +z i

)إذن: مجموعة حلول المعادلة )E:ھي{ };8 5 ;8 5S i i i= - - +

1نعتبر :    :81تمرین 3
2 2

iz
i

+
= -

+
zالجبري ل حدد الشكل ب)zل حدد الشكل الأسىأ))1

11cosاستنتج     )2
12
p    11وsin

12
p

1تحدید الشكل الأسى :  أ))1الأجوبة: 3
2 2

iz
i

+
= -

+

113
3 4 12

4

2

2

i
i ii

i

ez e e e
e

p
p p ppp

p

- - --= = =

تحدید الشكل  الجبري:  ب)

( )( ) ( )1 3 2 2 6 2 6 21 3
4 42 2

i i iiz
i

+ - + + -+
=- =- =-

+

( ) ( )6 2 2 6

4 4
z i

- + -
= +

): )  و ب)من أ)2 )6 211cos
12 4
p +-
و-=

( )2 611sin
12 4
p --
=

إذن 
( )6 211cos

12 4
p +
=-

( )6 211sin
12 4
p -
=

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement aux

calculs et exercices que l’on devient un

mathématicien


