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اذن :
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 11

2 2 2 2
x x x x

f x x
x x x x

+ - + + -
= = + = - +

+ + + +
1aومنھ :  1bو = = 1cو - =

3(( )
2

2 2

1 1lim lim
2 0x x

x xf x
x+ + +®- ®-

+ -
= = =+¥

+

)و  )
2

2 2

1 1lim lim
2 0x x

x xf x
x- + -®- ®-

+ -
= = =-¥

+

( )
2

lim lim lim
x x x

xf x x
x®+¥ ®+¥ ®+¥

= = )و ¥+= )
2

lim lim lim
x x x

xf x x
x®-¥ ®-¥ ®-¥

= = =-¥

4(2x = )مقارب للمنحنى - )fC

( ) 11
2

f x x
x

= - +
+

)یعني  ) ( ) 11
2

f x x
x

- - =
+

)یعني  ) ( ) 1 1lim  1 lim 0
2x x

f x x
x®+¥ ®+¥

- - = = =
+ +¥

المستقیم ومنھ 

1yذا المعادلة  x= )مقارب  مائل للمنحنى - )fC بجوار+¥
)ولدینا :  ) ( ) 1 1lim  1 lim 0

2x x
f x x

x®-¥ ®-¥
- - = = =

+ -¥
المستقیم ومنھ 

1yذا المعادلة  x= )مقارب  مائل للمنحنى - )fCبجوار-¥
5 (( )2; 3W - -( );a bW

}أ)نبین أنھ : اذا كانت  }2xÎ - }فان : ¡- }4 2x- - Î - ؟؟؟¡-
{ }4 4 2 2 2 2x x x xÛ - - ¹ - + Û - ¹ Û ¹ - Û Î - -¡

{ }4 2 4 2x x- - Î - - Û - - ¹ - Û¡

)ب)نبین أن :  ) ( )4 6 2f x f x b- - + = - ؟؟؟؟=

( ) ( ) 1 14 4 1 1
4 2 2

f x f x x x
x x

- - + = - - - + + - +
- - + +

1 1 1 14 2 6 6
2 2 2 2x x x x

= - - + + = - + - + = -
- - + + +

)ومنھ  )2; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-
6(( )

( )
( )
( )

2

2 2

2 11 11 1
2 2 2

x
f x x

x x x

¢ + -æ ö¢ = - + = - =ç ÷+è ø + -

یعني 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 1 1 3
2 2 2

x x x x x
f x

x x x
+ - + - + + + +

¢ = = =
+ + +

)اشارة  )f x¢ : ھي اشارة( ) ( )1 3x x+ +

( )( )1 3 0x x+ + 1یعني = 0x + 3أو= 0x + 1xیعني = = 3xأو- = -

جدول الإشارة : 

جدول تغیرات الدالة :)7

( )fCf

( )fCf

f

f

f
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مع محور الأفاصیلالمنحنى الممثل للدالةنقط تقاطعأ))8

):نحل فقط المعادلة  ) 0f x یعني =
2 1 0

2
x x

x
+ -

=
+

2یعني  1 0x x+ - =
1aنحل المعادلة باستعمال الممیز 1bو= 1cو= = -

( )2 24 1 4 1 1 5 0b acD= - = - ´ ´ - = >

فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما: بما أن

1 2
bx

a
- + D

و  =
2 2

bx
a

- - D
=

1
1 5

2
x - +
و  =

1
1 5

2
x - -
=

1ومنھ نقط التقاطع ھما:  5 ;0
2

A
æ ö- +
ç ÷ç ÷
è ø

1أو  5 ;0
2

B
æ ö- -
ç ÷ç ÷
è ø

الأراتیبمع محور المنحنى الممثل للدالةنقط تقاطعب)

):نحسب فقط  )0f لدینا( ) 10
2

f ;10ومنھ نقطة التقاطع ھي: -=
2

Cæ ö-ç ÷
è ø

.2معادلة المماس في النقطة ذات الأفصول ) 9
2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x f x x x¢= + -

( ) ( )( )
( )2

0 1 0 3 30
40 2

f
+ +

¢ = =
+

)و   ) 10
2

f = -

( ) ( )( )1 3 0 0 0
2 4

y x y f f x¢= - + Û = + -

)التمثیل المبیاني للدالة :10

xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :14تمرین
)المعرفة كالتالي :    ) 1 1f x x= - + -

)لیكن  )fC الممثل للدالةf في معلم متعامد ممنظم( ), ,o i j
rr

)حدد ب)ب)fحیز تعریف الدالة fDحدد )أ)1 )lim
x

f x
®-¥

0على الیسار عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة ج) 1x وأعط =
تأویلا ھندسیا للنتیجة المحصل علیھا.

fو حدد جدول تغیرات الدالة fأدرس تغیرات الدالة )2
fأدرس الفروع اللانھائیة لمنحنى الدالة )3
1fتقبل دالة عكسیة  fالدالةبین أن أ))4 Jمعرفة على  مجال -

یجب تحدیده
)حدد ب) )1f x- لكلx منJ

ج)املأ الجدول التالي

)أنشئ و )fCو( )1f
C -

1fالدالةمنحنى في نفس المعلم-

})أ)1أجوبة : }/1 0fD x x= Î - ³¡

1 1 0x x£ Û - ³
[ومنھ:  ];1fD = -¥

limب) 1
x

x
®-¥

- = )ومنھ: ¥+ )lim
x

f x
®-¥

= +¥

0على الیسار عند fقابلیة  اشتقاق الدالة ج)دراسة 1x =:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 1 1 1

11 1 1lim lim lim lim
1 1 1 1 1 1x x x x

xf x f x x
x x x x x x- - - -® ® ® ®

-- - -
= = =

- - - - - -

( )1 1

1 1lim lim
1 1 1x x

x
x x x- -® ®

- -
= =-¥

- - -

0الیسار عند على غیر قابلة للاشتقاق fومنھ  1x =:
یقبل نصف مماس یوازي محورfومبیانیا نقول ان منحنى الدالة
)الأراتیب على یسار النقطة :  )( )1; 1A f أي( )1; 1A -

وموجھ نحو الأعلى

2(( ) ( ) ( )1 11 1 0 0
2 1 2 1

x
f x x

x x

¢- -¢¢ = - + - = + = <
- -

] ];1x" Î -¥

:fجدول تغیرات الدالة 

3(( ) ( )2
11 1 1 1 1lim lim lim lim
1x x x x

xf x x x
x x x x x x x®-¥ ®-¥ ®-¥ ®-¥

-- + - - - -
= = + = +

-
1 1 1 1 1 1 1lim lim lim 0 1 0 0

1 1 1x x x

x x x
x x x x xx x x x®-¥ ®-¥ ®-¥

- - - - - -
= + = + ´ = + ´ = - ´ =

- - -

)منحنى: التأویل المبیاني )Cیقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
¥-الأفاصیل بجوار

[على المجال  دالة متصلة f) أ)4 ];1I = تناقصیة قطعاfو ¥-

1fتقبل دالة عكسیة fومنھ  معرفة -
):على  مجال ) ] ]( ) [ [;1 1;J f I f= = -¥ = - +¥

))ب )f y x
y I

=ìï
í

Îïî
Û ( )

( )

1y f x

x f I

-ì =ï
í

Îïî
( )
] ];1

f y x

y

ì =ï
í

Î -¥ïî
1یعني  1 y x- + - =

22یعني  1y x- =1 1y x- = +

)یعني  ) ( )
2 21 1y x- = )یعني + )21 1y x- = )یعني + )21 1y x= - +

2یعني  2y x x= - -

)ومنھ  :  )1 2 2f x x x- = - -[ [1;x" Î - +¥

4(

ج)

( )fCf

0D f

( )fCf

10-3-8x
-1012( )f x

10-3-8x
( )f x
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1fمنحنى الدالة  yبالنسبة للمستقیم :fھو مماثل منحنى الدالة - x=
في معلم متعامد ممنظم

المعرفة للمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :15تمرین
)كالتالي :    ) ( )1 1 1f x x x= + + -

)لیكن  )fC الممثل للدالةf في معلم متعامد ممنظم

fمجموعة تعریف الدالة fDحدد )1
)احسب :)2 )lim

x
f x

®+¥

fأدرس الفروع اللانھائیة لمنحنى الدالة )3
على الیمین  عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة )4
)بین أن : )5 ) 3 1

2
f x x¢ = +] [1;x" Î - +¥

fو حدد جدول تغیرات الدالة fأدرس تغیرات الدالة )6
معرفة على  مجال تقبل دالة عكسیة  الدالةبین أن أ))7

یجب تحدیده
من لكل حدد ب)

:)املأ الجدول التالي8

)أنشئ و )fCو( )1f
C -

في نفس المعلمالدالةمنحنى

))1أجوبة : ) ( )1 1 1f x x x= + + -

1 1 0x x³ - Û + ³
]ومنھ:  [1;fD = +¥

2(( ) ( )lim lim 1 1 1
x x

f x x x
®+¥ ®+¥

= + + - = +¥

3(( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1lim lim lim
x x x

f x x x x x
x x x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+ + - + +
= = -

( )1 1lim 1
x

x
x

x x®+¥

+
= + - = +¥

1limلأن : lim 1
x x

x x
x x®+¥ ®+¥

+
= limو = 1

x
x

®+¥
+ = 1limو  ¥+ 0

x x®+¥
- =

)منحنى: التأویل المبیاني )C یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
¥+بجوارالأراتیب

4(( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim 1 0

1 1 1x x x x

f x f x x x x
x

x x x+ + + +®- ®- ®- ®-

- - + + - + + +
= = = + =

+ + +
0على الیمین عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x = -

في النفطة : على الیمینیقبل نصف مماس fمبیانیا نقول ان منحنى الدالة
( )1; 1A - -

))نبین أن : 5 ) 3 1
2

f x x¢ = +] [1;x" Î - ؟؟؟¥+

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1f x x x x x x x¢ ¢¢ ¢¢ = + + - = + + + + + -

( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 31 1 1 0
2 1 2 1 2 1

x x x xf x x x
x x x

¢+ + + + +¢ = + + + - = =
+ + +

( ) ( )

( )2

3 1 1 3 1
22 1

x x xf x
x

+ + +¢ = =
+

] [1;x" Î - +¥

6(( ) 3 1 0
2
xf x +¢ = > ] [1;x" Î - +¥

[على المجال  دالة متصلة f)أ)7 ];1I = تزایدیة قطعاfو ¥-

1fتقبل دالة عكسیة fومنھ  معرفة -
):على  مجال ) ] [( ) ] [1; 1;J f I f= = - +¥ = - +¥

))ب )f y x
y I

=ìï
í

Îïî
Û ( )

( )

1y f x

x f I

-ì =ï
í

Îïî
( )
] [1;

f y x

y

ì =ï
í

Î - +¥ïî

)یعني )1 1 1y y x+ + - =

)عني  )1 1 1y y x+ + = +

)یعني )( ) ( )
2 21 1 1y y x+ + = +

)یعني ) ( )3 21 1y x+ = )یعني + )231 1y x+ = +

)یعني  )23 1 1y x= + -

)ومنھ  :  ) ( )21 3 1 1f x x- = + -] [1;x" Î - +¥

8(

x

( ), ,o i j
rr

0 1x = -

f1f -J

( )1f x-xJ

1f -

310-1x
( )f x

310-1x
71 ,80-1( )f x
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تمارین للبحث والتثبیت
xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة : للبحث :1تمرین

المعرفة كالتالي :   

( ) 22f x x x= )لیكن - )fC الممثل للدالةf

)في معلم متعامد ممنظم  ), ,o i j
rr

8iبحیث  cm=
r

fحیز تعریف الدالة fDحدد )1
0على الیمین  عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة )2 0x وعلى الیسار  عند =

0 2x وأعط تأویلا ھندسیا للنتائج المحصل علیھا=

1بین أن المستقیم ذا المعادلة  )3
4

x )محور تماثل للمنحنى = )fC

)أنشئ )4 )fC الدالةبین أن قصورf  10المجال على;
4

I é ù= ê úë û

)وحدد یجب تحدیدهJتقبل دالة عكسیة معرفة على  مجال  )1f x-

Jمن xلكل 

)الدالة المعرفة بما یلي:fلتكن:2تمرین )
3

1
1

f x
x

=
-

و حدد نقط انعطافھا.fالدالةىأدرس تقعر منحن

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم :3تمرین ); ;o i j
r r

.

العددیة المعرفة على بما یلي:الدالة fلتكن 

( )
( ) ( )

3

3

2 ; 2

4 2 ; 2

f x x x x

f x x x x

ì = - £ï
í

= - -ïî f

2xبین أن المستقیم الذي معادلتھ .fمحور تماثل لمنحنى الدالة=

)دالة عددیة معرفة بما یلي:fلتكن:4تمرین )
( )

3

21
xf x

x
=

-

fمجموعة تعریف الدالة fDحدد .1
fأدرس زوجیة الدالة .2
fDأحسب النھایات  عند محدات .3
fأدرس الفروع اللانھائیة لمنحنى الدالة .4

.)fC(تحدید معادلة المقاربات و المقاربات  المائلة ل

)بین أن النقطة.5 )2; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-
حدد الدالة المشتقة و ادرس إشارتھا..6
.fDعلىfأعط جدول تغیرات.7
)نقط تقاطع المنحني احداثیات حدد .8 )fC.الممثل للدالة مع محوري المعلم
.0أعط معادلة المماس في النقطة ذات الأفصول .9

.fCأنشئ المنحنى.10


