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x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - = = +¥

( ) 3 3lim lim 3 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= - = = -¥

على تزایدیة قطعا ومتصلة gفانgحسب جدول تغیرات الدالة )2
[ [1;I = (لأنھا دالة حدودیة)¥+

تقبل دالة عكسیة معرفة على المجال :gومنھ 
( ) [ [( ) [ [1; 2;J g I g= = +¥ = - +¥

3(( )
[ [1;

g x y

x

ì =ï
í

Î +¥ïî
Û ( )

[ [

1

2;

x g y

y

-ì =ï
í

Î - +¥ïî

)حسب الخاصیة لدینا : ) ( )
( )( )

1
1

10
0

g
g g

-

-

¢ =
¢

)نضع :  )1 0g x- 0یعني = ( )g x= 3یعني 3 0x x- =

)یعني )2 3 0x x - 0xیعني= 2أو = 3 0x - =

0xیعني 2أو = 3x 0xیعني= 3xأو = 3xأو = = -
]ونعلم أن :    [1;xÎ 3x: فقط اذن نأخذ ¥+ =

)اذن نجد :  ) ( ) ( )
1 10

3
g

g
- ¢ =

¢

)ونعلم أیضا أن :  ) 3 ² 3g x x¢ = )اذن :- )3 3 3² 3 6g¢ = ´ - =

)ومنھ : ) ( )1 10
6

g- ¢ =

المعرفة كالتالي : الدوالأحسب مشتقة :12تمرین

1(] [( ) ( )
5
70; ;x f x x" Î +¥ =2(] [( ) ( )

2
50; ;x f x x" Î +¥ =

3(] [( ) ( ) 30; ;x f x x" Î +¥ =

[)1أجوبة : [( )
( )

2 2 51
7 7 7

5 5
77

2 2 2 1 2 10; ;
7 7 7 7

x x x x
xx

- -
¢æ ö

" Î +¥ = = = =ç ÷
è ø

2(
] [( )

( )
2 2 31
5 5 5

3 3
5

5

2 2 2 1 2 10; ;
5 5 5 5

x x x x
xx

- -
¢æ ö

" Î +¥ = = = =ç ÷
è ø

3(] [( ) ( )
( )

3
2

3

10; ;
3

x x
x

¢" Î +¥ =

أحسب مشتقة الدالة المعرفة كالتالي : :13تمرین
( ) ( ) 3; ² 1x f x x" Î = +¡

):نستعمل القاعدة التالیة الجواب : )( ) ( )
( )( ) 1

n
n

n

u x
u x

n u x
-

¢¢
=

( ) ( )
( ) ( )

3
3 1 2

3 3

² 1 2² 1
3 ² 1 3 ² 1

x xx
x x

-

¢+¢+ = =
+ +

)كالتالي :المعرفة fالدالة نعتبر :14تمرین ) 2 2 2f x x x= + -

fDعند محدات f) أحسب نھایات fD2حدد )1

"x) بین أن:f5) حدد جدول تغیرات 4أدرس تغیرات)3 Î¡

( ) 3f x ³ -

fDحدودیة اذن  fالدالة )1:الجواب =¡
2(( ) 2 2lim lim 2 2 lim

x x x
f x x x x

®-¥ ®-¥ ®-¥
= + - = = +¥

( ) 2 2lim lim 2 2 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + - = = +¥

3(( ) ( )2 2 2 2 2f x x x x¢¢ = + - = +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 2 0x + 1xیعني = = -
)درس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت:· [1;xÎ - )فان : ¥+ ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

[اذا كانت:· ]; 1xÎ -¥ )فان : - ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

"xیعني ھي قیمة دنیا للدالة 3-)5 Î¡( ) 3f x ³ -

المعرفتین كالتالي :     نعتبر الدالتین  و :15تمرین
( )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

و   

دعلى الیمین  وعلى الیسار عنأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة )1
قابلة  للاشتقاق ؟fھل  الدالة )2
عند أدرس قابلیة  اشتقاق الدالة )3

)الجواب : )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

)و  ) 21 1 2 1 3f = + ´ =

1(( ) ( )
1 1 1 1

4 4 4 25 3 21
lim lim lim lim

1 1 1 1x x x x

x
f x f x x x

x x x x+ + + +® ® ® ®

- +- + - - +-
= = =

- - - -

1 1

4 2 1 4 2 1lim lim
1 1x x

x x
x x x x+ +® ®

- + - +
= ´ = ´ = -¥

- -
0على الیمین عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ  1x =

( ) ( ) 2

1 1

0 2 3lim lim
1 1x x

f x f x x
x x- +® ®

- + -
=

- -
0قبیل :نحصل عن شكل غ محدد من 

0
نتخلص من ال ش غ م مثلا بالتعمیل  ثم بالاختزال:

2جذرللحدودیة 1نلاحظ أن :  2 3x x+ -
1xاذن : ھي تقبل القسمة على : -

)وباستعمال تقنیة القسمة الاقلیدیة نجد أن : )( )2 2 3 3 1x x x x+ - = + -

( ) ( ) ( )( )
1 1 1

0 3 1
lim lim lim 3 4

1 1x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- + -
= = + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x )و = )4 1gf ¢=

2(f على الیمین غیر قابلة للاشتقاق
0عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ :  1x =

f

g

( ) ( )1g x x x= -

f0 1x =

g0 0x =
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)و )3 )0 0g =( ) ( )
( ) ( )

1 ; 0

1 ; 0

g x x x x

g x x x x

= - ³ìï
í

= - - £ïî
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x+ + +® ® ®

- - -
= = - = -

- -

0على الیمین عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0df ¢- =
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- - - -
= = - + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0gg¢- =

g 0عند على الیساروعلى الیمین قابلة للاشتقاق 0x ولكن : =
( ) ( )0 0d gg g¢ ¢¹

0عند غیر قابلة للاشتقاق gومنھ :  0x =
المعرفة كالتالي :  fنعتبر الدالة :16تمرین

( ) 3 23 1f x x x= - +

)لیكن  )fC الممثل للدالةf في معلم متعامد ممنظم( ), ,o i j
rr

عند محدات مجموعة التعریفfأحسب نھایات  الدالة .1
)أدرس الفروع اللانھائیة للمنحني .2 )fC الممثل للدالةf
و أدرس إشارتھاfأحسب مشتقة الدالة .3
.fضع  جدول تغیرات الدالة .4
)ىأدرس تقعر المنحن.5 )fC الممثل للدالةfوحدد نقط الانعطاف

)بین أن .6 )1; 1A )مركز تماثل للمنحني - )fC
)حدد معادلة للمماس .7 )T للمنحني( )fC في النقطة( )1; 1A -

)أنشئ .8 )fC و( )T.

)الأجوبة : ) 3 23 1f x x x= - +

1(fD لأنھا دالة حدودیة¡=

( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= )و ¥+= ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥

ھي نھایة حدھا الأكبر درجة¥-و¥+لأن نھایة دالة حدودیة عند

2(
( ) 3

2lim lim lim
x x x

f x x x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

= = = +¥

( )fC بجوار الأراتیبیقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور+¥
( ) 3

2lim lim lim
x x x

f x x x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

= = = +¥

( )fCبجوار الأراتیباتجاھھ محور یقبل فرعا شلجمیا-¥

3(( ) ( ) ( )3 2 23 4 3 6 3 2f x x x x x x x¢¢ = - + = ´ - = -

( ) ( )2 0 3 0 3 2 0 0x أو x x x f x¢- = = Û - = Û =

2 0x أو x= = Û

4(

5(

( ) ( )3 2 23 1 3 6f x x x x x¢¢ = - + = ´ -

( ) ( )23 6 6 6f x x x x¢¢¢ = ´ - = -

( )1 6 6 0 0x x f x¢¢= Û - = Û =

)تقعر· )fC:موجھ نحو محور الأراتیب الموجبة على المجال[ [1;+¥

)تقعر· )fC:موجھ نحو محور الأراتیب الموجبة على المجال] ];1-¥

یمكن تلخیص النتائج في جدول التقعر
0المشتقة الثانیة تنعدم وتتغیر اشارتھا عند :  1x )و لدینا = )1 1f =-

)ومنھ : )1; 1A )نقطة انعطاف للمنحني - )fC.

)بین أن )ن6 )1; 1A -( );A a b
2فان : ¡xÎأ) اذا كانت  x- Î¡عبارة صحیحة

)ب)نبین أن :  ) ( )2 2 2f x f x b- + = - ؟؟؟؟=

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 22 2 3 2 1 3 1f x f x x x x x- + = - - - + + - +

( ) ( )2f x f x- + =

( )3 2 2 3 2 2 3 22 3 2 3 2 3 2 4 1 3 1x x x x x x x= - ´ + ´ - - - + + + - +
2 3 2 3 28 12 6 12 12 3 1 3 1 2 2x x x x x x x b= - + - - + - + + - + =- =

)ومنھ  )1; 1A .fمركز تماثل منحنى الدالة-

)مركز تماثل للمنحني  )fC

)لمعادلة لمماس )7 )fC في النقطةA 0التي أفصولھا 1x =

( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + )و - )1 1f = )و  - )1 3f ¢ = -

( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 1 1 1 1y x y x y f f x¢= - + Û = - - - Û = + -

)التمثیل المبیاني للدالة 8

( ) ( )1g x x x= -

f
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تمارین للبحث :
المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :1تمرین

( ) 2 4 5f x x x= - -

0على الیسار عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة  1x = وأعط -
تأویلا ھندسیا للنتیجة المحصل علیھا

في كل حالة من الحالات التالیة fحدد الدالة المشتقة للدالة :2تمرین

1  (( ) 5 314 1
3

f x x x= - +2 (( ) 22 16f x x x= -

3  (( ) 34 4cos 6sinf x x x x= - +

4 (( ) 1
cos 2

f x
x

=5   (( ) ( )2cos 4f x x= -

6  (( ) ( )3tan 1f x x= +7(( ) 3 25 2f x x x= -

8 (( ) 3 27f x x x= +9 (( ) 6 sinf x x=

)الدالة العددیة المعرفة بما یلي :fلتكن :3تمرین )
2

1
xf x

x
=

+
]على المجال fقصور الدالةgین أن الدالة .1 [0;I = تقبل ¥+

1gدالة عكسیة   یجب تحدیدهJمعرفة على  مجال -
)أحسب  .2 )1 1

2
g- æ ö¢

ç ÷
è ø

)الدالة العددیة المعرفة بما یلي :fلتكن :4تمرین )
2

2

1
1

xf x
x
+

=
-

]على المجال fأدرس تغیرات الدالة.1 [0;1I 1أحسب  و =
2

f æ ö
ç ÷
è ø

]المجال على  fالدالةبین أن قصور .2 [0;1I تقبل دالة عكسیة =
یجب تحدیدهJمعرفة على  مجال 

)حدد .3 )1f x-

)أحسب  .4 )1 5
3

f - æ ö¢ -ç ÷
è ø

]الدالة العددیة المعرفة  على fلتكن:5تمرین [0;I = +¥

)بما یلي : ) 2 1f x x= +

یجب Jتقبل دالة عكسیة معرفة على مجالfالدالةبین أن .1
تحدیده
)أحسب   )3f  و( ) ( )1 2f - ¢

جدو ل للدوال المشتقة لدوال اعتیادیة و العملیات حول
الدوالالدوال

الدالة المشتقة الدالة

الدالة المشتقة الدالة

f ¢

( )f x k=( ) 0f x¢ =

( )f x x=( ) 1f x¢ =

( )f x ax=( )f x a¢ =

( )f x ax b= +( )f x a¢ =

( ) nxxf =( ) 1nf x nx -¢ = n *ÎZ

( ) 1f x
x

=( ) 2

1f x
x

¢ = -

( )f x x=( ) 1
2

f x
x

¢ =

( ) xxf cos=( ) sinf x x¢ = -

( ) xxf sin=( ) cosf x x¢ =

( ) ( )baxxf += cos( ) ( )sinf x a ax b¢ = - +

( ) ( )baxxf += sin( ) ( )cosf x a ax b¢ = +

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

f ¢

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

( )f x u v= +( )f x u v¢ ¢ ¢= +

( )f x u v= -( )f x u v¢ ¢ ¢= -

( ) .f x k u=( ) .f x k u¢ ¢=

( )f x u v= ´( )f x u v u v¢ ¢ ¢= ´ + ´

( ) nf x u=( ) nf x nu u¢ ¢= ´

( ) 1f x
u

=( ) 2

uf x
u
¢

¢ = -

( ) uf x
v

=( ) 2

u v u vf x
v

¢ ¢´ - ´¢ =

( )f x u=( )
2
uf x

u
¢

¢ =

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement
aux calculs et exercices que l’on

devient un mathématicien


