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)لیكن :1تمرین ); ;i j k
r r r

)أساسا في الفضاء  )1;5; 1u -
r

و 

( )5;1;0v -
r

1و  3
2 2

w i k= -
ur r r

uھل المتجھتان )1
r

vو 
r

متعامدتین ؟
uأحسب : )2

r

wو 
ur

نحسب الجداء السلمي :)1:الجواب
( ) ( ) ( )5 1 1 5 0 1 5 5 0u v× = - ´ + ´ + ´ - = - + =

r r

u: ومنھ  v^
r r

2(( ) ( )2 221 5 1 1 25 1 27u = + + - = + + =
r

2
21 3 1 3 40 1

2 2 4 4 4
w

æ öæ ö= + + - = + = =ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

ur

):2تمرین )O i j k; ; ;
rr r

معلم متعامد ممنظم مباشر للفضاء

)نعتبر النقط : )1;0; 1A )و  - )1;2; 1B والمتجھات : -
( )3 2 1-u ; ;
r ,( )2 1 0v ; ;

r

BوAالمسافة بین النقطتین)أحسب1
)¶أحسب)2 )r rcos ;u v

الجواب:
ھي: BوAالمسافة بین النقطتین)1

( ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= - + - + -

)أي :  ) ( ) ( )2 2 20 2 0 1AB= + + =

2(¶( ) ×
= = =

×

r r

r r
r r

u v
u v

u v
4 4cos ;

5 14 70

)نعتبر النقطة:3تمرین )1; 1;2A )و المتجھة - )2;1; 1u -
r

)حدد )Pمجموعة النقطM :1من الفضاء بحیثu AM× = -
r uuuur

.

)لتكن الجواب: ); ;M x y zنقطة من الفضاء

)لدینا:  ) ( ); ; 1M x y z P u AMÎ Û × = -
r uuuur

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1x y zÛ - + + - - = -
.2 2 0x y zÛ + - + ھذه المعادلة تكتب على الشكل :=

0ax by cz d+ + + =

)إذن المجموعة )P :ھي المستوى الذي معادلتھ
2 2 0x y z+ - + =

)حدد متجھة منظمیة على المستوى :4تمرین )P في الحالات
التالیة :

1(2 3 10 0x y z- + + =( )P2(3 1 0x z- + =( )P

3(1 0y z+ + =( )P4(2z =( )P

5 (( ) : 2 7 3 0P x y z- + - =6(( ) : 2 11 0P y z- + =

))1أجوبة : )2; 3;1n -
r

2(( )3;0; 1n -
r

3(( )0;1;1n
r

4(( )0;0;1n
r

5(( )1; 2;7n -
r

6(( )0;2; 1n -
r

)نعتبر في الفضاء المتجھة:5تمرین )1;2;1n
r

و النقطتین

( )1;0;2A )و- )3;1;0B.

)للمستوىحدد معادلة دیكارتیة )1 )Pالمار من النقطةAوn
r

متجھة منظمیھ علیھ.
)للمستقیماحدد تمثیلا بارامیتری)2 )D المار من النقطةB و

)العمودي على المستوى )P.
على Bالمسقط العمودي للنقطة¢Bحدد متلوث إحداثیات النقطة)3

)المستوى )P.

)معادلة دیكارتیة للمستوىتحدید )1أجوبة : )P:

):1طريقة ) ( ); ;M x y z PÎ  0یعنيAM n× =
uuuuurr

( )1; ; 2AM x y z+ -
uuuur

یعني  

( ) ( )1 1 2 1 2 0x y z+ ´ + ´ + ´ - =

1یعني   2 2 0x y z+ + + - 2یعني  = 1 0x y z+ + - =( )P
:نعلم أن معادلة مستوى تكتب على الشكل:2طريقة

0ax by cz d+ + + =

)نعلم أنو )1;2;1n
r

اذن : متجھة منظمیھ علیھ
1a 1bو= 1cو= =

1ومنھ :  2 1 0x y z d+ + + =( )P

)نعلم أن: و ) ( )1;0;2A P- Î اذن احداثیاتA: تحقق المعادلة

)یعني   )1 2 0 1 2 0d- + ´ + ´ + 1dیعني  = = -

2وبالتالي :  1 0x y z+ + - =( )P

)د تمثیل بارامیتري للمستقیمیحدت)2 )D:

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

الجداء السلمي وتطبیقاتھ:تمارین محلولة
الثانیة باك علوم فیزیائیة وعلوم الحیاة المستوى : 

العلوم الزراعیةووالأرض
الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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( )Dمن النقطة یمرBو عمودي على المستوى( )P.

)اذن :  )1;2;1n
r

)متجھة موجھة ل  )D و( ) ( )3;1;0B DÎ

اذن :
1 3
2 1
1 0

x k
y k
z k

= +ì
ï = +í
ï = +î

تمثیل بارامیتري للمستقیموھو ¡kÎحیث 

( )D

3(B¢المسقط العمودي للنقطةھيBعلى المستوى( )P.

)اذن :  )B D¢Î و( )B P¢Î

ومنھ نحل النظمة التالیة :

2 1 0
1 3
2 1
1 0

x y z
x k
y k
z k

+ + - =ì
ï = +ï
í = +ï
ï = +î

)یعني   )3 2 2 1 1 0k k k+ + + + - 6یعني  = 4 0k + =

ي  یعن
2
3

k = ومنھ: -

2 73
3 3
4 11
3 3
2 0
3

x

y

z

ì = - + =ï
ï
ï = - + = -í
ï
ï = - +ïî

7ومنھ :  1 2; ;
3 3 3

B æ ö¢ - -ç ÷
è ø

)حدد معادلة دیكارتیة للمستوى : 6تمرین )P المحدد ب
( )5 2 1- -A ; )و ; )2 1 2-n ; ;

urمتجھة منظمیة علیھ
)نعتبر : الجواب: ) ( )ÎM x y z P; ;

( ) ( ) 0Î Û × =M x y z P AM n; ;
uuuur

ur

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 5 2 2 1 0Î Û + + - - + =M x y z P x y z; ;
( ) ( ) 2 2 6 0Î Û + - + =M x y z P x y z; ;

): و منھ  ) 2 2 6 0+ - + =P x y z:

)ةنعتبر في الفضاء النقط:7تمرین )5;1;0A مستوىالو( )P
2معادلتھالذي  2 6 0x y z+ + - =

)أحسب :  )( );d A P

)الجواب: )( )
2 2 2

5 2 1 2 0 6 1 1;
3 31 2 2

d A P
+ ´ + ´ -

= = =
+ +

):8تمرین ) 3 2 2 0- + + + =P x y z:

)لیكن :  ) ( )^D P و( ) ( )2 2 3- ÎB D; ;

)احسب : )1 )( )d B P;2( حدد تمثیلا بارامتریا    ل( )D

))1أجوبة : )( )
3 2 2 2 3 2 15

9 4 1 14

- ´- + ´ + +
= =

+ +
d B P;

)لدینا :    )2 ) 3 2 2 0- + + + =P x y z:

)إذن :     )3 2 1-n ; ;
ur متجھة منظمیة على( )P

)و بما أن :  ) ( )^D P: فإن

( )3 2 1-n ; ;
ur متجھة موجھة ل( )D

)و  لدینا :  ) ( )2 2 3- ÎB D; ;

)إذن :     )

3 2

2 2

3

ì = - -
ïï = + Îí
ï = +ïî

:

x t

D y t t

z t

¡

)حدد معادلة دیكارتیة للفلكة:9تمرین )S:في الحالات التالیة

1(( )Sمركزھا( )1;2; 3W 4Rو شعاعھا - =.

2(( )Sمركزھا( )0; 1;1W )و تمر من النقطة - )1;2; 1A -

))1أجوبة : )Sمركزھا( )1;2; 3W 4Rو شعاعھا - =.

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 2 21 2 3 4x y z- + - + + =
یمكن الاكتفاء بھذه الكتابة أو نشرھا فنجد :

2 2 22 1 4 4 6 9 16x x y y z z- + + - + + + + =
2یعني :  2 2 2 4 6 2 0x y z x y z+ + - - + - =

2وھي تكتب على الشكل التالي :  2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =
2(( )Sمركزھا( )0; 1;1W )و تمر من النقطة - )1;2; 1A -

Aیعني :  RW =
:AWنحسب المسافة 

( ) ( ) ( )2 2 21 0 2 1 1 1 1 9 4 14R A=W = - + + + - - = + + =

ھي :معادلة دیكارتیة للفلكةومنھ: 

( ) ( ) ( ) 22 2 20 1 1 14x y z- + + + - =

2یعني:  2 2 2 2 12 0x y z y z+ + + - - =( )S

)حدد معادلة دیكارتیة للفلكة:10تمرین )Sالتي أحد أقطارھا

[ ]AB: نضع:( )1;0; 1A )و  - )1;2; 1B -

1طريقةالجواب:
]ھو  منتصف القطعة Wمركزھا ]AB

;اذن: ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z+ + +æ öWç ÷
è ø

)اذن: )1;1; 1W -

)ولدینا أیضا :  ) ( ) ( )2 2 20 2 0
1

2 2
ABR

+ +
= = =

ھي :معادلة دیكارتیة للفلكةومنھ: 
( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1x y z- + - + + =

2یعني:  2 2 2 2 2 2 0x y z x y z+ + - - + + =( )S

):نستعمل الخاصیة:2طريقة )1;0; 1A و  -

( )1;2; 1B -

( )M SÎ 0یعنيMA MB× =
uuur uuur

)لدینا  )1 ;0 ; 1MA x y z- - - -
uuur

و  

( )1 ;2 ; 1MB x y z- - - -
uuur

0MA MB× =
uuur uuur

یعني
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 0x x y y z z- ´ - + - - + - - - - =

)یعني ) ( ) ( )2 21 2 1 0x y y z- + - - + - - =
2 2 2 2 2 2 2 0x y z x y z+ + - - + + =( )S

)حدد مجموعة النقط :11تمرین ); ;M x y z التي تحقق المعادلات
التالیة:

1(( ) 2 2 2
1 : 6 4 6 6 0E x y z x y z+ + - + - + =

2(( ) 2 2 2
2 : 4 2 2 6 0E x y z x y z+ + - + + + =

3(( ) 2 2 2
3

9: 3 2 0
2

E x y z x y z+ + - + + + =

))1أجوبة : ) 2 2 2
1 : 6 4 6 6 0E x y z x y z+ + - + - + =

2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =
6aاذن لدینا : = 4bو- 6cو= = 6dو- =
2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -

2 2 2 4 36 16 36 24 64 0a b c d+ + - = + + - = >

)ومنھ :  )1Eھامركزفلكة; ;
2 2 2
a b cæ öW - - -ç ÷

è ø
)أي : )3; 2;3W -

و شعاعھا ھو:
2 2 2 4

2
a b c dR + + -

أي :=
64 8 4
2 2

R= = =

2(( ) 2 2 2
2 : 4 2 2 6 0E x y z x y z+ + - + + + =

2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =
4aاذن لدینا : = 2bو- 2cو= 6dو= =
2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -

2 2 2 4 16 4 4 24 0a b c d+ + - = + + - =

)ومنھ :  )2E ھي النقطة( )2 ; ;
2 2 2
a b cE ì üæ ö= W - - -í ýç ÷

è øî þ
أي 

( ) ( ){ }2 2; 1; 1E = W - -

3(( ) 2 2 2
3

9: 3 2 0
2

E x y z x y z+ + - + + + =

2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =

1aاذن لدینا : = 3bو- 2cو= 9و=
2

d =

2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -
2 2 2 4 1 9 4 18 4 0a b c d+ + - = + + - = - <

)ومنھ :  )3E المجموعة الفارغة.ھي

)لتكن :12تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا
2 2 2 6 4 2 5 0x y z x y z+ + + - - + =

)و )Dالمار منالمستقیم( )0 5 1A ; )و; )2 1 2-n ; ;
ur متجھة

ھموجھة ل
)للمستقیم تمثیل بارامتري)حدد 1 )D

)الوضع النسبي للمستقیم)أدرس 2 )Dو الفلكة( )S

)للمستقیم تمثیل بارامتري)1الجواب : )D: ھو

( )
2
5 ;
1 2

x t
y t t
z t

=ì
ï = + Îí
ï = -î

¡

نحل النظمة التالیة : )2

( )

2 2 2 6 4 2 5 0
2
5 ;
1 2

x y z x y z
x t
y t t
z t

ì + + + - - + =
ï =ï
í

= + Îï
ï = -î

¡

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 5 1 2 6 2 4 5 2 1 2 5 0t t t t t t+ + + - + ´ - + - - + =
29 18 9 0t t+ + 2یعني = 2 1 0t t+ + =

0Dلدینا: 1للمعادلة حل حقیقي مزدوج اذن  =
2

bt
a
-

= = -

)في التمثیل البارامتري ل -1ب tنعوض  )D

فنجد : 
2

4;
3

x
y
z

= -ì
ï =í
ï =î

)ومنھ ھناك نقطة وحیدة مشتركة بین  )Sو( )D

)ھي: )2 4 3-T ; ;

)في ھذا المثال للفلكة )Sو المستقیم( )Dنقطة وحیدة مشتركة ھي
T
)المستقیماذن )Dمماس للفلكة( )Sفي النقطةT.

)لتكن :13تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا
2 2 2 4 2 1 0x y z x y+ + - - - =

)و )D:المستقیم المعرف بما یلي( )
1 2

2 2 ;
1

x t
y t t
z t

= - +ì
ï = - Îí
ï = - +î

¡

)درس الوضع النسبي للمستقیمأ )Dو الفلكة( )S
الجواب :

نحل النظمة التالیة : 

2 2 2 4 2 1 0
1 2

2 2
1

x y z x y
x t
y t
z t

ì + + - - - =
ï = - +ï
í

= -ï
ï = - +î

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2 2 2 1 4 1 2 2 2 2 1 0t t t t t- + + - + - + - ´ - + - - - =
29 18 5 0t t- + 2لدینا:= 218 4 9 5 324 180 144 12D= - ´ ´ = - = =

1تقبل حلین حقیقیین مختلفین ھما: لمعادلة ااذن  
1
3

t 2و=
5
3

t =

1ب tنعوض 
3

5و
3

)في التمثیل البارامتري ل  )D:فنجد نقطتین
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: ھما

1
3

4 ;
3

2
3

x

A y

z

ì = -ï
ï
ï =í
ï
ï = -ïî

و 

7
3

4 ;
3

2
3

x

B y

z

ì =ï
ï
ï = -í
ï
ï =ïî

1 4 2
3 3 3

æ ö- -ç ÷
è ø

A ; و ;

7 4 2
3 3 3

æ ö-ç ÷
è ø

B ; )في ھذا المثال للفلكة; )Sو المستقیم( )Dلھما

:,نقولBو Aنقطتان مشتركتان ھما
)المستقیمن ذإ )Dقاطع للفلكة( )S.

)لتكن 14تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا
2 2 2 2 4 2 4 0x y z x y z+ + - + - + )و= )D المستقیم

)المعرف بما یلي: )
0
;

x
y t t
z t

=ì
ï = Îí
ï =î

¡

)أدرس الوضع النسبي للمستقیم )Dو الفلكة( )S

الجواب :

نحل النظمة التالیة : 

2 2 2 2 4 2 4 0
0

x y z x y z
x
y t
z t

ì + + - + - + =
ï =ï
í

=ï
ï =î

2 2 20 2 0 4 2 4 0t t t t+ + - ´ + - + =
22 2 4 0t t+ + 2یعني= 2 0t t+ + 21لدینا:= 4 2 7 0D= - ´ =- <

¡لیس لھا حل في لمعادلة اذن  ا

)المستقیمومنھ  )Dیوجد خارج الفلكة( )S.: یعني

( ) ( )S DÇ = Æ

)تكن :15تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا

( ) 2 2 2 6+ + =:S x y z

)و )1 1 2-; ;A و( )3 2 1- ; ;u
r

)ادرس تقاطع المستقیم :  );D A u
r و( )S

)الجواب : ) ( ) ( )Î; ;M x y z D SI

)تمثیل بارامتري ل نبحث عن :  )D:

)یعني :  ) ( )Î; ;M x y z S و

1 3

1 2

2

ì = -
ïï = +í
ï = - +ïî

x t

y t

z t

)إذن:   ) ( ) ( )2 2 21 3 1 2 2 6- + + + - + =t t t

214یعني :  6 6 6- + =t t : 214یعني 6 0- =t t

)یعني :  )7 3 0- =t t : 0یعني=t  3أو
7

=t

)ومنھ :  ) 2 13 131 1 2
7 7 7
- -æ ö- ç ÷

è ø
; ; ; ; ;M M

)إذن :  ) ( ) ( ) 2 13 131 1 2
7 7 7
- -ì üæ ö= -í ýç ÷

è øî þ
; ; ; ; ;D S A BI

)لتكن :16تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا
2 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z+ + + - + - )والمستوى= )P المعرف

2بالمعادلة: 2 3 0x y z+ + - =

)للفلكةW)حدد المركز 1 )SوشعاعھاR

))أحسب : 2 )( );d PW وتأكد أن( )P یقطع الفلكة   في نقطة
Tوحیدة 

)ا للمستقیم بارامتریتمثیلاحدد )3 )D المار منW

)والعمودي على  )P

)الفلكةنقطة تماسT)استنتج احداثیات 4 )Sالمستوىو( )P
2)1أجوبة : 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z+ + + - + - =

2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =
2aاذن لدینا : 2bو= = 2cو- 1dو= = -
2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -

2 2 2 4 4 4 4 4 16 0a b c d+ + - = + + + = >

)ومنھ :  )Sھامركزفلكة; ;
2 2 2
a b cæ öW - - -ç ÷

è ø
)أي : )1;1; 1W - -

و شعاعھا ھو:
2 2 2 4

2
a b c dR + + -

أي :=
16 4 2
2 2

R= = =

2(2 2 3 0x y z+ + - )و  = )1;1; 1W - -

( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 1 2 1 3 6 6; 2
3 32 1 2

d P R
´ - + + ´ - -

W = = = = =
+ +

)ومنھ :  )P یقطع الفلكة   في نقطة وحیدةT

)نقول  )P مماس للفلكة( )S فيT
3(( )D یمر منW وعمودي على( )P : ونعلم أن( )2 1 2; ;n

ur

)متجھة منظمیة على )P

)اذن تمثیل بارامتري ل  )D ھو :( )
2 1
1 1;
2 1

x t
y t t
z t

= -ì
ï = + Îí
ï = -î

¡( )D

4(( ) ( ) ( )Î D; ;T x y z PI

2 2 3 0x y z+ + - =( )P و( )
2 1
1 1;
2 1

x t
y t t
z t

= -ì
ï = + Îí
ï = -î

¡

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 3 0t t t- + + + - - =

9یعني 6 0t - 2یعني=
3

t بارامتريالتمثیل وبالتعویض في ال=

نجد
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( )

22 1
3
21 1;
3
22 1
3

x

y t

z

ì = ´ -ï
ï
ï = ´ + Îí
ï
ï = ´ -ïî

¡
1ومنھ :  5 1

3 3 3
æ ö
ç ÷
è ø

; ;Tنقطة التماس

)لتكن :17تمرین )S الفلكة التي مركزھا( )2;0;1W شعاعھا

3R )والمستوى= )P المعرف
2بالمعادلة: 3 0x y z- + + =

))حدد معادلة دیكارتیة للفلكة 1 )S

))أحسب : 2 )( );d PW وتأكد أن( )P یقطع الفلكة   وفق دائرة

( )C یتم تحدید شعاعھاr
)ا للمستقیم بارامتریتمثیلاحدد )3 )D المار منW

)والعمودي على  )P

)مركز الدائرة H)استنتج احداثیات 4 )C

)اذن : )1أجوبة :  ) ( ) ( )2 2 2 22 0 1 3x y z- + - + - =
یمكن الاكتفاء بھذه الكتابة أو نشرھا فنجد :

2 2 24 4 2 1 9x x y z z- + + + - + =
2یعني :  2 2 4 2 4 0x y z x z+ + - - - =

2(2 3 0x y z- + + )و  = )2;0;1W

( )( )
( )22 2

2 4 6 6; 6 3
6 61 2 1

d P R
+

W = = = = < =
+ - +

)ومنھ :  )P یقطع الفلكة   وفق دائرة( )C

Hنلاحظ أننا نحصل على مثلث قائم الزاویة في 
2ومنھ حسب فیتاغورس فان :   2r R d= -

223 6 9 6 3r = - = - =
3(2 3 0x y z- + + =( )P  و( )2;0;1W

( )D یمر منW وعمودي على( )P : ونعلم أن( )1 2 1-; ;n
ur

)ىمتجھة منظمیة عل )P

)اذن تمثیل بارامتري ل  )D ھو :( )
1 2

2 ;
1 1

x t
y t t
z t

= +ì
ï =- Îí
ï = +î

¡( )D

4(( ) ( ) ( )Î D; ;H x y z PI

2 3 0x y z- + + = ( )P و( )
1 2

2 ;
1 1

x t
y t t
z t

= +ì
ï =- Îí
ï = +î

¡( )D

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 2 1 3 0t t t+ - - + + + =

6یعني 6 0t + 1tیعني= = وبالتعویض في -
:نجدبارامتريالتمثیل ال

( )
1 2
2 1
1 1

x
y
z

=- +ì
ï =- -í
ï =- +î

)ومنھ :  )1 2 0; ;H الدائرة مركز( )C

)لتكن:18تمرین )S:الفلكة التي معادلتھا ھي
2 2 2 2 0x y z x+ + - ), و المستوى= )P

2الذي معادلتھ الدیكارتیة ھي: 0x y z+ - + =

)للفلكةW)حدد المركز 1 )SوشعاعھاR

))أحسب : 2 )( );d PWماذا تستنتج ؟

2)1أجوبة :  2 2 2 0x y z x+ + - =
2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =

2aاذن لدینا : = 0bو- 0cو= 0dو= =
2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -

2 2 2 4 4 0a b c d+ + - = >

)ومنھ :  )Sھامركزفلكة; ;
2 2 2
a b cæ öW - - -ç ÷

è ø
)أي : )1;0;0W

و شعاعھا ھو:
2 2 2 4

2
a b c dR + + -

أي :=
4 2 1
2 2

R= = =

2(2 0x y z+ - + )و  = )1;0;0W

( )( )
( )22 2

1 2 3
; 3 1

31 1 1
d P R

+
W = = = > =

+ + -

)ومنھ :  )Pالفلكة یوجد خارج( )Sأو لا یقطع الفلكة

)لتكن :19تمرین )S التي معادلتھا الدیكارتیة ھي :الفلكة

( ) 22 2 2 6 2 5+ + - + + =:S x y zyx z
)والمستوى )P 2بالمعرف 2 3 0- + + =( ) :P x y z

)للفلكةWحدد المركز )1 )SوشعاعھاR
))بین  أن 2 )P یقطع الفلكة   وفق دائرة( )C یتم تحدید شعاعھاr
)ا للمستقیم بارامتریتمثیلاحدد )3 )D المار منW والعمودي على

( )P

)مركز الدائرة H)استنتج احداثیات 4 )C

))1أجوبة :  ) 22 2 2 6 2 5+ + - + + =:S x y zyx z
2على الشكل :   2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =

2aاذن لدینا : = 6bو- 2cو= 5dو= = -
2نحسب :  2 2 4a b c d+ + -

2 2 2 4 64 0a b c d+ + - = >
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)ومنھ :  )Sھامركزفلكة; ;
2 2 2
a b cæ öW - - -ç ÷

è ø
)أي : )1; 3; 1W - -

و شعاعھا ھو:
2 2 2 4

2
a b c dR + + -

64أي := 8 4
2 2

R= = =

2(2 2 3 0- + + =( ) :P x y z  و( )1; 3; 1W - -

( )( ) 2 6 1 3 10 10; 4
3 34 4 1

d P R
+ - +

W = = = < =
+ +

)ومنھ :  )P یقطع الفلكة   وفق دائرة( )C

2
2 10 100 44 44 2 114 16

3 9 9 3 3
r æ ö= - = - = = =ç ÷

è ø

3(2 2 3 0- + + =( ) :P x y z  و( )1; 3; 1W - -

( )D یمر منW وعمودي على( )P : ونعلم أن( )2 2 1-; ;n
ur

)ىمتجھة منظمیة عل )P

)اذن تمثیل بارامتري ل  )D ھو :( )
2 1

2 3;
1 1

x t
y t t
z t

= +ì
ï =- - Îí
ï = -î

¡( )D

4(( ) ( ) ( )Î D; ;H x y z PI

2 2 3 0- + + =( ) :P x y z و
2 1

2 3
1 1

x t
y t
z t

= +ì
ï =- -í
ï = -î

( )D

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 1 2 2 3 1 3 0t t t+ - - - + - + =

9یعني 10 0t + 10یعني=
9

t = تمثیل وبالتعویض في ال-

نجدبارامتريال
1 1
9
7
9

1 9
9

x

y

z

ì = -ï
ï
ï = -í
ï
ï

= -ïî

11ومنھ :  7 19
9 9 9

æ ö- - -ç ÷
è ø

; ;H الدائرة مركز( )C

:20تمرین
( ) 2 2 2 2 4 6 5W + + + + - =; :S R x y z x y z

)بین أن : )1 ) ( )2 1 0- Î; ;A S

)وى تحدد معادلة دیكارتیة للمس)2 )P المماس ل( )S فيA

الجواب :

نعوض باحداثیات  في معادلة الفلكة ونجد أنھا تحقق المعادلة)1
( ) ( ) ( )22 22 1 0 2 2 4 1 6 0 5+ - + + ´ + ´ - - ´ =:S

2(( ) 2 2 2 2 4 6 5W + + + + - =; :S R x y z x y z

2aنحدد مركز الفلكة : 4bو= 6cو= = -

)ومنھ :  )Sھامركزفلكة; ;
2 2 2
a b cæ öW - - -ç ÷

è ø
)أي : )1; 2;3W - -

)لتكن : ); ;M x y z( )2 1 0-; ;A

( ) ( ); ;M x y z PÎ  0یعنيAM A× W =
uuuur uuur

( )2; 1;AM x y z- +
uuuur

)و  )3; 1;3AW - -
uuur

)یعني   ) ( )3 2 1 3 0x y z- - - + + =

3یعني   3 5 0x y z- - + + =( )P

)نعتبرالفلكة:6تمرین )S 2التى مركزھا 1 1-( ; ; )A
6و شعاعھا

2بین أن : )1 3 1- - Î( ; ; ) ( )B S
)وى تمعادلة دیكارتیة للمسحدد)2 )P المماس ل( )S فيB


