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Resumo: Este trabalho tem como objetivo apresentar uma reflexao sobre o processo de
aprendizagem do conceito de Funcdo Exponencial no Ensino Médio, a partir da
utilizagcdo do jogo Torre de Handi virtual, através do uso de laptops educacionais. Os
dados foram coletados por meio de um questionario inicial, para identificacdo das ideias
prévias dos estudantes e por meio de registros em um diario de campo. Em seguida, os
dados foram analisados conforme a metodologia Andlise Textual Discursiva, de Moraes
& Galiazzi (2007). A partir da andlise, emergiram duas unidades de significado: a
primeira indica que a ideia inicial apresentada pelos alunos em relacdo a Funcdo
Exponencial estd associada a uma caracterizacdo da linguagem ligada a Funcgéo
Quadratica, ao passo que a segunda aponta uma transformagao da linguagem natural do
entendimento da Fungdo Exponencial para a linguagem formal, isto ¢, a formalizagao
escolarizada do conceito de Funcdo Exponencial.
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Virtual Hanoi Tower and the construction of concept of Exponential Function in
High School

Abstract: This paper aims to present a reflection about the learning process of
Exponential Function in High School, from the employment of the virtual game Tower
of Hanoi through the use of educational laptops. The data were collected by an initial
questionnaire, in order to identify the preliminary ideas and to register in a field journal.
After the data were analyzed according to the Discursive Textual Analysis. From this
analysis two categories emerged: the first indicates that the initial idea which the
students presented in relation to the Exponential Function is associated to a
characterization of the language to the Quadratic Function. The second category points
a transformation of the natural language understanding of Exponential Function to the
formal language, that is to say, the formal school concept of Exponential Function.
Keywords: exponential function, game, language, concepts

1. O limiar da pesquisa: a questio inicial como regra do jogo

Devido as transformacdes da sociedade, principalmente com os avangos
tecnologicos, muitos trabalhos realizados nas escolas, em especial, nas aulas de
matematica, tém como preocupacdo a melhoria dos processos de ensino e
aprendizagem, de forma que estes aconte¢am de maneira adequada a realidade do
alunado do século XXI. Nesse sentido, procuram-se estratégias didaticas que atentem a
utilizag@o das tecnologias da informagdo ¢ comunicacdo nas aulas de matematica para
trabalhar diferentes conteudos e construir, juntamente com os alunos, os diferentes
conceitos matematicos contemplados na Educacdo Matematica basica. Um conteudo
bastante problematizado nas pesquisas em Educacdo Matematica ¢ o estudo da Fungao
Exponencial, seja porque ¢ de dificil compreensdo por parte dos alunos, seja porque ¢
um conteudo que antecede o estudo dos logaritmos, ou, até mesmo, porque ¢ um topico
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que apresenta diversas aplicacdes tanto nas areas das outras ciéncias exatas, como nas
ciéncias da saude e nas ciéncias sociais.

Desta maneira, algumas pesquisas vém sendo feitas relacionando o estudo da
Fungdo Exponencial e o uso da tecnologia, seja para discutir a constituicdo do conceito
de fungdo ou para dispor sobre a fungdo em sua forma grafica. Um exemplo ¢ o trabalho
de Silva (2012) que, a partir de um estudo que possibilitou a identificacdo das
dificuldades dos alunos na compreensdo do estudo de Fung¢des Exponenciais e de
Fungdes Logaritmicas, criou uma sequéncia de atividades que envolvia a resolugdo de
problemas do aspecto cotidiano dos alunos. Este trabalho foi realizado sob o enfoque de
Vergnaud (1996) ¢ Duval (2003), e propiciou aos alunos a identificagdo das variaveis
dependentes e independentes e das questdes de crescimento e decrescimento em
graficos, a partir da utilizacdo do software Winplot. Assim, os alunos construiram o
conceito de Funcdo Exponencial e Logaritmica. Outro exemplo ¢ a dissertacdo de
Berleze (2007) que, a partir do uso da Engenharia Didatica e, também, utilizando o
software Winplot, elaborou uma sequéncia de ensino de diferentes tipos de funcdes,
inclusive a Exponencial. A partir da analise das transformagdes graficas e da
interatividade que os alunos estabeleciam com o programa e com os colegas, foi
possivel verificar que os estudantes se tornaram autdnomos, criticos e criativos. Ja, o
trabalho de Barroso (2009), aponta para o uso do sofiware Geogebra ¢ o uso do objeto
de aprendizagem (OA) Torre de Hanoi para promover a constru¢cdo do conceito de
Fungdo Exponencial no terceiro ano do Ensino Médio, onde os alunos preencheram uma
tabela relacionando o nimero de discos e nimero de jogadas. Os estudos apontam que a
utilizagdo das tecnologias serviram para a motivacao, iniciativa e colaboragdo entre os
estudantes.

A partir dos estudos apresentados e da problematica envolvida nessa
investigacdo, este trabalho pretende responder a questdo: de que maneira ¢ constituido o
conceito de Func¢do Exponencial no Ensino Médio a partir do uso do jogo Torre de
Hanodi virtual? Nesse sentido, a presente pesquisa demonstra que, a partir dos
conhecimentos prévios dos alunos, seguidos de uma interagdo com o jogo denominado
Torre de Handi, pode-se estabelecer uma introducao ao conceito de Fungdo Exponencial
no Ensino Médio. Além disso, os proprios alunos chegaram a transformacdo desse
conceito, inicialmente apresentado com a caracteristica de uma linguagem natural, para
uma linguagem formal, revelando, um conhecimento formal adquirido durante o
processo de trabalho, corroborando assim, com a idéia de Bicudo & Garnica (2006), a
qual aponta que ato de formalizar consiste na elaboragdo a partir de um discurso natural
centrado na intui¢do da presenca do objeto, este, neste caso, o jogo Torre de Hanoi
virtual. Abaixo, uma ilustrag¢do do /ayout do objeto de aprendizagem.

‘TORRE DE HANOI 01

o jogo o jogo + a histéria *+ a matemética

Transfira todos os discos para a uma das casas
inicialmente livres obedecendo a seguinte regra:
movimente apenas um disco de cada vez, sem
nunca colocar um disco maior sobre um menor e
procurando fazer 0 menor nimero de movimentos.

g.-

Figura 1. Layout da objeto de aprendizagem Torre de Hanoi
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No tépico a seguir, apresentamos o referencial teorico que utilizamos para
contextualizagdo da pesquisa. J4, no topico 3 apresentamos os aspectos metodologicos
que utilizamos para a realizagdo da mesma. Os topicos 4 e 5 apresentam as unidades de
significado que emergiram no momento da analise dos dados. No topico 6 finalizamos a
nossa discussdo apresentando novos caminhos que podem ser trilhados a partir deste
estudo.

2. Sustentando a ideia: o que ja se tem dito sobre jogos, tecnologia e formacao
conceitual

A intengdo de utilizarmos a tecnologia associada ao estudo de fungdes esta
diretamente relacionada com a ideia de que, segundo Portanova er. al. (2005), as
tecnologias em sala de aula sdo utilizadas para a constru¢do do conhecimento e,
conforme a interven¢do do professor, podem apresentar solugdes para determinados
problemas, de forma que se efetive uma transformacao da realidade.

Utilizamos como instrumento de aprendizagem a Torre de Hanoi, pois esta ¢é
considerada um jogo didatico, devido ao fato de apresentar regras ¢ servir para fins
educacionais. Segundo Dante (2002), o jogo ¢ um O6timo instrumento didatico, pois
durante a realizacdo do mesmo, o aluno ¢ desafiado a pensar, estabelecer estratégias,
desenvolvendo, dessa maneira, sua autonomia. Para D’Ambrosio (1994), o jogo nas
aulas de matematica ¢ uma Otima estratégia para a produg¢do do conhecimento, pois
apresenta uma caracteristica da acdo comum, esta, gera a capacidade de explicar,
conviver ¢ lidar com a realidade, na qual sera acumulada e transmitida para com os
pares. Paulo Freire (2006) aponta que o ensinar em um ambiente educacional implica
em respeitar os saberes dos educandos, além disso, exige criticidade e autonomia por
parte dos mesmos. Nesta perspectiva, acreditamos que trabalhar o jogo associado a
tecnologia beneficia o aluno, pois além de possibilitarmos a reconstrucdo de conceitos
matematicos, podemos promover uma sala de aula criativa, harmoniosa e solidaria.

Trabalhar a constituicdo de um novo conceito através de um ambiente
desafiador ¢ ndo restringi-lo & sua defini¢do, mas sim, assumi-lo como um elemento em
que ¢ atribuido sentido e significado pela crianca ou adolescente, ou seja, um conceito €
algo constituido através da possibilidade de resolucdo de situagdes-problema,
(Vergnaud, 1996).

J& para Vygotsky (1987), os conceitos propriamente ditos sdo construidos pela
capacidade que a crianga e o adolescente t€ém de abstragdo e generalizagdo “O conceito
surge quando uma série de atributos abstraidos torna a sintetizar-se, ¢ quando a sintese
abstrata assim obtida se torna forma basilar de pensamento com o qual a crianga percebe
¢ toma conhecimento da realidade que a cerca.” (Vygotsky, 1987, p.226). Nesse sentido,
a partir de situagdes vivenciadas pelos alunos, sdo construidos por eles modelos e
teorias sobre determinado assunto. Cabe ao professor estabelecer estratégias para
transformar tais concepgdes em outras mais rebuscas e formais, (Sztajn, 1997).

3. Estratégias do jogo: os caminhos percorridos na investigacio

Para a realizacdo deste trabalho, fizemos um estudo de caso (Ponte, 1994; Yin,
2001), que se caracteriza pela andlise, em profundidade, de uma situagdo especifica e
particular. O estudo foi realizado com uma turma de segundo ano do Ensino Médio
composta por trinta alunos e pertencente a uma escola da rede publica de Porto Alegre
(RS/Brasil). Constituiram o grupo 14 alunos do sexo masculino e 16 do sexo feminino,
com idade variando entre 15 e 17 anos.
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A situagdo de ensino proposta iniciou com os estudantes preenchendo um
questionario, que tinha a intencdo de revelar as ideias prévias dos alunos em relacdo ao
que seria e como se delineava uma funcdo do tipo Exponencial. Constituiram esse
instrumento de coleta de dados as seguintes perguntas: O que vocé entende por funcdo?
O que vocé entende por Func¢do Exponencial? Faca um esbog¢o de um grafico que
representa uma Funcdo Exponencial. Na sequéncia, apresentamos aos alunos o jogo
Torre de Handi virtual, que pode ser jogado com um minimo de trés discos e um
maximo de oito, de tal forma que quanto maior o numero de discos, maior o numero de
movimentos minimos realizados para vencer o jogo. Em seguida, os alunos realizaram
uma atividade guiada, que consistia em jogar ¢ registrar o nimero de movimentos
executados quando escolhido determinado niimero de discos. Ao final da atividade,
solicitamos aos alunos que escrevessem quantos movimentos seriam necessarios
realizar ao se manipular um disco, dois discos, dez discos ou n discos. Além disso,
sugerimos aos estudantes que esbocassem o grafico que representaria tal situagdo. Apos
a realizacdo da atividade, os resultados foram socializados a partir da discussdo em sala
de aula com o grande grupo.

As acdes desenvolvidas na situacdo de ensino foram acompanhadas de forma
sistematica e registradas em um didrio de campo (Bogdan & Biklen, 1994). Assim, foi
possivel estabelecer, no processo de analise, uma relagdo comparativa entre as respostas
dos alunos ao questionario inicial, as reflexdes/discussdes expressas durante a atividade
e os resultados emergentes no momento pos-atividade.

A anélise dos dados foi realizada a partir da Analise Textual Discursiva — ATD,
proposta por Moraes e Galiazzi (2007). Esse tipo de andlise tem por procedimentos a
unitarizagdo, a construcdo de unidades de significado e a construgdo do metatexto, isto
¢, um texto no qual estdo implicadas as ideias do material coletado, a percep¢do do
pesquisador e os fundamentos teoricos utilizados na pesquisa, com fins interpretativos.

4. A Funcdo Exponencial como uma Funcio Quadratica: uma questio de
linguagem

Ao iniciarmos a apresentagdo dos resultados, entendemos que algumas
respostas proferidas pelos alunos a partir do questionario inicial, que consistia em saber
o que os alunos entendiam por Fungdo Exponencial e qual seria sua forma grafica,
merecem uma atencdo especial. Dentre as respostas apresentadas, destacamos que para
o aluno R, por exemplo, uma fungo exponencial “E algo que esta elevado em alguma
poténcia” (aluno R). Este mesmo aluno representou o esboco do grafico de uma fungao
exponencial como se fosse uma parabola com concavidade voltada para baixo. Ao
mesmo tempo, o aluno L proferiu: “Pra mim fun¢@o ¢ a conta que soluciona a reta,
curvatura e etc.” “Eu entendo que fun¢do exponencial ¢ quando a formula do grafico
tem o expoente (x?) sobre um nimero. Ex: a> + b — ¢”, (aluno L). Abaixo seguem a
Figura 2 e a Figura 3, as quais expressam a representagdo grafica feita pelo aluno R e
pelo aluno L, respectivamente, de como seria o comportamento grafico de uma fungéo
do tipo Exponencial.
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Figura 2. Representacdo do aluno R Figura 3. Representacdo do aluno L

Os alunos expressaram a Fungdo Exponencial, seja em palavras ou em
representacdo grafica, como se fosse uma Func¢do Quadratica, pois em suas concepgdes
“ao quadrado” € expoente, ou seja, associam o nome exponencial a expoente. Para
Vygotsky (1987), esta é uma questdo que esta diretamente relacionada a linguagem. E
através da linguagem que sdo expressados e internalizados os significados constituidos
através da vivéncia e das interagdes sociais que a crian¢a ou o adolescente estabelece
durante sua trajetoria. As preferéncias, concordancias e os antagonismos siao expressoes
dos significados sociais que eles estabelecem.

Nesse sentido, compreendemos que o entendimento que os alunos trouxeram
do que seria uma Funcao Exponencial, em um primeiro momento, remete a ideia de
Fun¢do Quadratica, seja na forma verbal, grafica, ou at¢é mesmo na tentativa de
formalizagdo genérica, constituida pelo aluno L, por exemplo. Essas associagdes nada
mais sdo que questoes relacionadas a linguagem. Em algum outro momento, em algum
outro espaco de socializagdo escolar os alunos internalizaram ou associaram a ideia de
expoente a x? e quando escutaram a palavra exponencial, ja se remeteram a ideia de
expoente, isto €, de x2

Garcia (1998) apoia-se em Pozo (1994), para apontar que o conhecimento que
entendemos por intuitivo, muito dificilmente ¢ abandonado, pois apresenta raizes fortes
em fun¢do de ser constituido, muitas vezes, historicamente ¢ socialmente. A partir do
exposto, se torna interessante a intervengdo do professor enquanto mediador e promotor
da aprendizagem, pois desconstruir o que ja esta previamente construido/internalizado
pelos alunos ndo ¢ tarefa simples e talvez nem seja necessario. O importante ¢ encontrar
estratégias que motivem e promovam a capacidade do aluno de resolver problemas e
enfrentar desafios, de forma que este possa atribuir significado ao que esta realizando.

Dessa forma, a partir do jogo Torre de Hanoi virtual, os alunos puderam
realizar uma transformag@o dos seus conhecimentos prévios sobre Fungdo Exponencial,
o que, segundo Moreira (2006), vai ao encontro do “[...] processo de interagdo pelo qual
conceitos mais relevantes e inclusivos interagem com o novo material servindo de
ancoradouro, incorporando-o e assimilando-o, porém, ao mesmo tempo, modificando-se
em funcdo dessa ancoragem” (Moreira, 2006, p. 15). Nesse sentido, os alunos puderam
ir além da manipulagdo dos discos ofertados pelo jogo, que eram de no minimo trés e no
maximo oito, e assim, puderam estabelecer relagdes para um maior niimero de discos. E
0 que apresentaremos no capitulo a seguir.
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5. Da linguagem natural a linguagem formal: o entendimento do conceito de
Funciao Exponencial e a formalizacio da situacio estudada

Durante a aplicagdo do jogo e da realizacdo do estudo dirigido, os alunos
conseguiram construir uma tabela relacionando o nimero de discos com o nimero
minimo de jogadas necessarias para vencer o jogo. Nesse processo, os alunos foram
questionados sobre qual é a relagdo que poderia ser estabelecida entre o numero de
discos e o numero minimo de jogadas quando se tem nove discos, dez discos e n discos.
Um dos alunos comentou “Se para trés discos sdo sete ¢ para quatro discos sdo quinze,
entdo s6 pode ser sempre o dobro acrescentado de um” (aluno R). Assim, os alunos
demonstraram estar desafiados a encontrar uma relagdo genérica que valesse para
qualquer numero de discos.

Conforme Martins (1999), a partir do momento em que o educando estd em
contato com jogo Torre de Handi virtual, dentro de um espago escolar, espera-se que o
conceito, anteriormente considerado espontaneo, adquira um grau de abstragdo que tem
como objetivo, segundo Vygotsky, definir o conceito cientifico. “A aprendizagem dos
conceitos cientificos adquiridos [...] se da na e pela interagdo com professores e colegas,
apoia-se em um conjunto previamente desenvolvido de conhecimentos originarios das
experiéncias diarias da crianca. Esse conhecimento, espontaneamente adquirido, passa a
ser o mediador da aprendizagem de novos saberes.” (Martins, 1999, p.119).

Sob essa perspectiva, no momento de socializacdo dos resultados em sala de
aula, outras relagdes foram sendo estabelecidas pelos alunos. Alguns exclamaram que
era necessario fazer o triplo do numero de discos e subtrair duas unidades, outros
simplesmente apontaram que ndo havia uma solucio para o problema, até que o aluno L
disse “[...] € so fazer o dois elevado no nimero de discos e diminuir um” (aluno L), em
outras palavras, f(n) = 2" — 1. Foi no momento da troca de ideias que os alunos
conseguiram transformar uma relagdo que se apresentava em uma linguagem natural em
outra linguagem, na qual denominamos de formal.

Para Gomez-Granell (1998), a linguagem natural, aquela expressada pela fala e
escrita, desempenha uma fungdo primordial no estabelecimento de novos simbolos
matematicos e, assim, dificulta a perda do sentido construido através do processo de
abstrag@o. Por outro lado, ¢ interessante que esse significado seja devolvido as formas
simbdlicas da matematica, pois dessa maneira, possibilita que ela entre nas ciéncias do
mundo exterior, como por exemplo, a biologia, a sociologia, etc. Para Garcia (1998), o
conhecimento escolar ¢ um conhecimento construido na escola que conversa com outras
formas de conhecimentos, sejam eles cientificos, cotidianos, filosoficos, etc.

A partir dessa esteira, verificamos que o conhecimento adquirido pelo aluno,
ao esquematizar as relacoes através do jogo Torre de Hanoi virtual, foi considerado um
conhecimento particular adaptado as caracteristicas do contexto escolar, pois a atividade
foi além daquilo que pdde ser observado e manipulado. Além disso, contemplou aquilo
que deveria ser abstraido, isto ¢, a partir das relagdes estabelecidas entre o nimero de
discos e o nimero de jogadas observaveis, possibilitou aos alunos inferir a mesma
relagdo para as jogadas ndo observaveis, como se tivéssemos nove discos, dez discos, ou
n discos. A figura abaixo ilustra o comportamento grafico ¢ a relacdo genérica
estabelecida entre numero de discos e nimero minimo de jogadas produzido pelo aluno
R.
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E. E o tinlssamas m discos? Escrevd a relagho fundional gue representa 0 romere de
discos ¢ 0 ndmere minimo de jopadas

9. Ropresente graficomente a relagdo funcional obtida na questio 8.

Figura 4. Representacdo grafica produzida pelo aluno R

Diante desse contexto, compreendemos que a totalidade da atividade proposta
levou, a partir do intuitivo, a uma formagao conceitual, melhor dizendo, uma formagao
e formalizacdo conceitual escolar de cunho muito particular e vamos explicar o porqué.
Em primeiro lugar, a formalizacdo e a conceituacdo se deu a partir de um caso
particular, isto ¢, de um comportamento exponencial. Em segundo lugar, porque a
Fung¢do Exponencial ¢ definida no conjunto dos numeros reais e neste caso, abordamos
somente o universo do conjunto dos niimeros naturais. Dessa forma, € importante deixar
claro para os alunos que Funcao Exponencial ndo se restringe a matematica da Torre de
Hanéi, mas nela, pode-se comegar os primeiros passos do pensar exponencialmente.

6. Finalizando o jogo: algumas consideracoes

Toda trajetoria percorrida até aqui, nos fez refletir sobre alguns aspectos. Um
deles € que compreendemos que os ‘“supostos” erros apresentados inicialmente pelos
alunos, isto €, caracterizar uma Fun¢do Exponencial como uma Fung¢do Quadratica,
podem estar vinculados a uma questdo de linguagem. Outro aspecto importante foi o
sucesso dos alunos quando estes conseguiram estabelecer uma conceituagio
significativa de Funcdo Exponencial a partir do uso do jogo Torre de Handi virtual.
Pois, ao se sentirem auténomos, os alunos foram capazes de construir seu proprio
conhecimento, formalizando que, para a situacdo trabalhada, obtemos uma fungdo do
tipof(n) =2"-1,n

Outros caminhos podem ser percorridos ao trabalhar a Fun¢do Exponencial
combinada com a tecnologia. Uma alternativa de continuidade do estudo seria propor
situacdes-problema de modo que os alunos passassem da situag@o particular trabalhada,
no conjunto dos nimeros naturais, para situacdes que envolvam os nimeros reais e,
assim, trabalhar com diferentes softwares de construcdo grafica, como GraphEgq,
Winplot, Graphmat, Geogebra, entre outros, no intuito de verificar o comportamento
das func¢des e o estabelecimento das relacdes entre as variaveis.
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